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你 经 常 去 哪里 一 一 书店 . 
你 最 大 的 乐趣 是 什么 一 一 读书 . 

这 是 友人 提出 的 问题 和 我 的 回答 . 
真 的 ,我 这 一 面子 算是 和 和 书籍 ,特别 是 好 
书 绪 下 了 不 解 之 缘 . 有 人 说 ,读书 要 费 屠 
么 大 的 劲 ,又 发 不 了 财 , 读 它 做 什么 ? 我 
却 至 今 不 悔 ,不 仅 不 悔 , 反 而 情趣 越 来 越 
浓 . 想 当 年 ,我 也 曾 爱 打球 ,也 曾 爱 下 棋 ， 
对 操 琴 也 有 兴趣 ,还 登台 伴奏 过 . 但 后 来 
却 都 一 一 断交 ,“ 终 身 不 复 鼓 琴 ”. 那 原因 
便 是 怕 花 费时 间 MHRA RT RMX 
事 一 一 求学 . 这 当然 过 激 了 一 些 . ATER 
唯 有 读书 一 事 , 自 幼 至 今 , 无 日 少 废 , 谓 
之 书 疾 也 可 , 谓 之 书 橱 也 可 , 管 它 呢 , 人 
各 有 志 , 不 可 相 强 .我 的 一 生 大 志 , 便 是 
教书 ,而 当 教 师 , 不 多 读书 是 不 行 的 . 


读 好 书 是 一 种 乐趣 ,一 种 情操 ;一 种 向 全 世界 古 往 
今 来 的 伟人 和 名 人 求教 的 方法 ,一 种 和 他 们 展开 讨论 
的 方式 ;一 封 出 席 各 种 社会 、 体 验 各 种 生活 、 结 识 各 种 
人 物 的 邀请 信 ; 一 张 迈 进 科 学 官 殿 和 未 知 世界 的 入 场 
券 ; 一 股改 造 自己 、 丰 富 自 己 的 强大 力量 . 书籍 是 全 人 
类 有 史 以 来 共同 创造 的 财富 ,是 永 不 枯竭 的 智慧 的 源 
泉 . 失意 时 读书 ,可 以 使 人 重整旗鼓 ;得 意 时 读书 ,可 以 
使 人 头脑 清醒 ;疑难 时 读书 ,可 以 得 到 解 管 或 启示 ;年 
轻 人 读书 ,可 明 奋 进 之 道 ;年 老人 读书 ,能 知 健 神 之 理 . 
浩 浩 乎 ! 洋洋 乎 ! Wh Aw RRA DW A, eM 
拂 , 取 之 不 尽 , 用 之 不 竟 . ETER TRAR, =H 
读 , 则 头脑 麻木 , 心 播 揪 无 主 . 

潜能 需要 激发 

我 和 书籍 结缘 ,开始 于 一 次 非常 偶然 的 机 会 . 大 概 
是 八 九 岁 吧 , 家 里 穷 得 揭 不 开锅 ,我 每 天 从 早 到 晚 都 要 
去 田园 里 帮工 . 一 天 ,偶然 从 旧 木 柜 阴 湿 的 角落 里 , 找 
到 一 本 蜡 光 纸 的 小 书 , 自然 很 破 了 . 屋内 光线 上 暗淡 ,又 
是 黄 氏 时 分 ,只 好 拿 到 大 门 外 去 看 . HHOCAMS, AE 
页 上 写 的 是 《4 茶 仁 贵 征 东 》. 管 它 呢 , 且 往 下 看 . 第 一 回 
的 标题 已 忘记 ,只 是 那 首 开卷 诗 不 知 为 什么 至 今 仍 记 
忆 犹 新 : 

日 出 站 天 一 点 红 , 肚 球 四 海 影 无 踪 . 

三 岁 孩 童 千 两 价 , 保 主 跨 海 去 征 东 . 

第 一 句 指 山东 ,二 、 三 两 句 分 别 点 出 薛仁贵 ( 雪 、 
人 贵 ). 那 时 识字 很 少 , 半 看 半 猜 ,居然 引起 了 我 极 大 
的 兴趣 ,同时 也 教 我 认识 了 许多 生字 . 这 是 我 有 生 以 来 
独立 看 的 第 一 本 书 . 尝 到 甜头 以 后 ,我 便 千 方 百 计 去 找 
书 , 向 小 朋友 借 ,到 亲友 家 找 , 拓 然 断断续续 看 了 《 薛 


TE) KBAR) (HB) Se, BRKT RK 
心中 的 女 英 雄 . 我 真 入 迷 了 . 从 此 , 放 牛 也 罢 , 车 水 也 
罢 ,我 总 要 带 一 本 书 , 还 练 出 了 边 走 田间 小 路 边 读书 的 
本 领 , 读 得 津津 有 味 ,不 知人 间 别 有 他 事 . 

当 我 们 安静 下 来 回想 往事 时 ,往往 会 发 现 一 些 偶 
然 的 小 事 却 影响 了 自己 的 一 生 . 如 果 不 是 找到 那 本 
《薛仁贵 征 东 》, 我 的 好 学 心 也 许 激发 不 起 来 . 我 这 一 
生 , 也 许 会 走 为 一 条 路 . 人 的 潜能 ,好 比 一 座 汽 油库 , 星 
星之 火 , 可 以 使 它 雷 声 隆隆 、 光 照 天 地 ;但 车 少 了 这 粒 
火星 , 它 便 会 成 为 一 潭 死水 , 永 归 沉寂 . 

抄 , 总 抄 得 起 

好 容易 上 了 中 学 .做 完 功 课 还 有 点 时 间 , 便 种 光顾 
图 书馆 . 好 书 借 了 实在 舍不得 还 ,但 买 不 到 也 买 不 起 ， 
便 下 决心 动手 抄 书 . 抄 , 总 抄 得 起 .我 抄 过 林语堂 写 的 
(i REKE) PKK KRKXBKS) Mpa E 
子 兵 法 》, 这 本 书 实 在 爱 得 狠 了 , 竟 一 只 气 抄 了 两 份 . 
人 们 虽 知 抄 书 之 再 ,未 知 抄 书 之 益 , 抄 完 毫 末 俱 见 ,一 
EER, HEE TK. 

始 于 精 于 一 , 返 于 精 于 博 

关于 康有为 的 教学 法 ,他 的 弟子 梁启超 说 :“ 康 先 
生 之 教 , 专 标 专 精 、 涉 猪 二 条 ,无 专 精 则 不 能 成 ,无 涉 猪 
则 不 能 通 也 . ”可见 康有为 强烈 要 求学 生 把 专 精 和 广 
博 ( 即 涉猎”) 相 结 合 . 

在 先后 次 序 上 ,我 认为 要 从 精 于 一 开始 . 首先 应 集 
中 精力 学 好 专业 ,并 在 专业 的 科研 中 做 出 成 绩 , 然 后 逐 
步 扩 大 领域 ,力求 多 方面 的 精 .年 轻 时 ,我 曾 精读 杜 布 
(J. L. Doob) 的 《随机 过 程 论 》, 哈 尔 葛 斯 (P. R. Hal- 
mos) 的 《测度 论 》 等 世界 数学 名 著 ,使 我 终生 受益 . 简 


言 之 , 即 “ 始 于 精 于 一 , 返 于 精 于 博 ”. 正如 中 国 革 命 一 
样 , 必 须 先 有 一 块根 据 地 ,站 稳 后 再 开创 几 块 ,最 后 连 
成 一 片 . 
丰富 我 文采 , 澡 雪 我 精神 

辛苦 了 一 周 , 人 相当 疲劳 了 ,每 到 星期 六 ,我 便 到 
旧书 店 走 走 ,这 已 成 为 生活 中 的 一 部 分 ,多 年 如 此 ;一 
次 ,偶然 看 到 一 套 4 纲 鉴 易 知 录 》, 编 者 之 一 便 是 选编 
《十 文 观 止 少 的 吴 楚 材 . 这 部 书 提 纲 气 领地 讲 中 国 历 
史 , 上 自 盘 十 氏 , 直 到 明 末 ,记事 简明 ,文字 古雅 ,又 富 
于 故事 性 , 便 把 这 部 书 从 头 到 尾 读 了 一 遍 . 从 此 启发 了 
我 读 史 书 的 兴 

我 爱 读 中 国 的 十 典 小 说 ,例如 《三 国 演 义 》 和 《 东 
周 列国 志 》. 我 常 对 人 说 ,这 两 部 书简 直 是 世界 上 政治 
RAR Heth A AS. 即 以 近年 来 极 时 世 的 人 质问 题 ( 伊 其 
人 质 \ 动 机 人 质 等 ), 这 些 书 中 早 就 有 了 ,秦始皇 的 父 
亲 便 是 受害 者 , 堪 称 ”人质 之 父 ”. 

CHEF) RA, TATEA. 其 中 “秋水 ”、“ 解 
牛 " 诸 篇 , 诚 绝 唱 也 .《 论 语 》 束 身 严 谨 , 勇 于 面世 “已 
所 不 和 欲 , 勿 施 于 人 ”, 有 长 者 之 风 . 司马 迁 的 人 《 报 任 少 镍 
书 》, 读 之 我 心 两 伤 , 既 伤 少 卿 ,又 伤 司 马 ;我 不 知道 少 
镍 是 否 收 到 这 封 信 , 希 望 上 人 做 点 研究 . 我 也 爱 读 和 鲁迅 
的 杂文 , 果 戈 理 、 梅 里 美的 小 说 .我 非常 敬重 文天祥 、 秋 
瑾 的 人 品 ,党 记 他 们 的 诗句 :“ 人 生 自 古 谁 无 死 , 留 取 
航 心 照 汗青 ”,“ 谁 言 女 子 非 英 物 , 夜 夜 龙 泉 壁 上 鸣 ”. 
Bis Rid] CW MIL) CHAS) FERIR RR 
精神 ,其 中 精粹 , 实 是 人 间 神 品 . 

读 了 邓 拓 的 人 《燕山 夜 话 》, 既 叹服 其 广博 ,也 使 我 
动 了 写 《 科 学 发 现 纵横 谈 》 的 心 . 不 料 这 本 小 册子 竟 给 


我 招来 了 上 千 封 鼓励 信 . 以 后 人 们 便 写 出 了 许 许多 多 
的 “纵横 谈 ”. 

从 学 生 时 代 起 ,我 就 喜 读 方法 论 方面 的 论著 . 我 
想 , 做 什么 事情 都 要 讲究 方法 ,追求 效率 .效果 和 效益 ， 
方法 好 能 事 半 而 功 倍 . 我 很 留心 一 些 著名 科学 家 、 文 学 
家 写 的 心得 体会 和 经 验 . 我 曾 惊 讶 为 什么 巴尔 扎 克 在 
51 年 短 短 的 一 生 中 能 写 出 上 百 本 书 , 并 从 他 的 传记 中 
去 寻找 答案 . 文史 哲 和 科学 的 海洋 无 边 无 际 , 先 哲 们 明 
智之 光 沐 浴 着 人 们 的 心灵 ,我 训 心 感谢 他 们 的 思 圳 . 

读书 的 另 一 面 

以 上 我 谈 了 读书 的 好 处 ,现在 要 回 过 头 来 说 说 事 
情 的 另 一 面 . 

读书 要 选择 . 世上 有 各 种 各 样 的 书 : 有 的 不 值 一 
看 ,有 的 只 值 看 20 分 钟 ,有 的 可 看 5 年 ,有 的 可 保存 一 
斐 子 ,有 的 将 永远 不 配 . 即使 是 不 朽 的 超级 名 著 , 由 于 
我 们 的 精力 与 时 间 有 限 , 也 必须 加 以 选择 . 决 不 要 看 坏 
书 ,对 一 般 书 ,要 学 会 速 读 . 

读书 要 多 思想 . 应 该 想 想 ,作者 说 得 对 吗 ? 完全 
吗 ? 适合 今天 的 情况 吗 ? 从 书本 中 迅速 获得 效果 的 好 
办 法 是 有 的 放 和 天 地 读书 , 带 着 问题 去 读 , 或 偏重 东 一 方 
面 去 读 . 这 时 我 们 的 思维 处 于 主动 寻找 的 地 位 ,就 像 猫 
追 找 猎物 一 样 主动 ,很 快 就 能 找到 答案 ,或 者 发 现 书 
中 的 问题 . 

有 的 书 浏览 即 止 ,有 的 要 读 出 声 来 ,有 的 要 心头 记 
住 ,有 的 要 笔头 记录 . 对 重要 的 专业 书 或 名 著 , 要 勤 做 
笔记 ,“ 不 动笔 墨 不 读书 ”. 动脑 加 动手 , 手 脑 并 用 , 既 
REM LTR RSH HAA OCHW RR, BE 
及 时 抓 住 . ARE SRE KH HX) PU“ LE 


必 不 可 少 , 如 不 札记 , 则 无 穿 妙 绪 如 雨 珠 落 大 海关 
许多 大 事业 、 大 作品 ,都 是 长 期 积累 和 短期 突击 相 结 合 
的 产物 . 涓涓 不 息 ,将 成 江河 ;无 此 涓涓 , 何 来 江河 ? 

爱好 读书 是 许多 伟人 的 共同 特性 ,不 仅 学 者 专家 
如 此 ,一 些 大 政治 家 大 军事 家 也 如 此 . PRR SR 
EEK MB FF RG amh A. 他 们 的 巨大 
成 就 与 毕生 刻苦 自学 密切 相关 . 


王 梓 坤 
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试题 1 个 男孩 有 成 一 个 圆圈 ,每 
个 男孩 手中 都 有 偶数 块 糖 . 一 声 令 下 ,每 
个 男孩 将 自己 手中 一 半 的 糖 给 右边 的 男 
孩 . 这 之 后 ,每 个 手中 糖 块 数目 为 奇数 的 
男孩 都 得 到 一 块 糖 , 以 保持 手中 具有 侦 
数 块 糖 . 反复 进行 这 一 过 程 ,证 明 : 必 有 
某 一 时 刻 , 所 有 男孩 手中 糖 块 的 数目 相 
等 . (1983 年 环球 城市 数学 竞赛 高 中 组 初 
级 卷 ) 

证 明 ” 设 开始 时 男孩 中 最 多 的 有 
2m 块 糖 ,最 少 的 有 2n 块 糖 . 还 可 以 假设 
m >n, 在 完成 一 轮 交 换 且 拥 有 奇数 块 糖 
的 男孩 都 得 到 一 块 糖 之 后 , 每 个 男孩 手 
中 最 多 只 可 能 有 2m 块 糖 . 这 是 因为 ,他 
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最 多 能 够 留 下 m 块 糖 ,而 通过 交换 最 多 能 够 得 到 m 块 
糖 ,并 且 如 果 他 有 了 2m TROBE EAS FY iE FAS Bl ih AY 
TRY. 这 说 明 每 做 完 一 次 之 后 ,男孩 手中 最 多 的 糖 块 
数目 始终 不 增加 . 男 一 方面 , 至 少 存在 一 个 原来 只 有 
2n 块 糖 的 男 护 , 他 给 出 了 nn 块 糖 ,但 得 到 的 数目 大 于 
nn, 故 设 有 个 男孩 有 2n 块 糖 , 则 最 多 1 次 之 后 ,男孩 们 
手中 最 少 的 糖 块 数 日 要 增加 ,于 是 奢 干 次 之 后 所 有 男 
护 手 中 的 糖 块 数目 一 定 会 相等 . 

试题 2 ”在 圆 果 上 坐 7 了 了 10 个 人 ,在 每 人 面前 放 一 
些 坚 果 , 共 放 了 100 个 坚果 . 某 个 信号 后 ,每 人 开始 将 
面前 的 坚果 传 给 他 右边 的 人 ,数额 如 下 :如果 他 有 偶数 
多 个 坚果 , 则 给 右边 的 人 一 半 ; 如 果 他 有 奇数 多 个 坚 
果 , 则 给 右边 的 人 坚果 数 加 1 后 的 一 半 . 这 个 过 程 不 断 
重复 , 试 证 最 后 每 人 面前 都 有 10 个 坚果 . (1998 年 环球 
城市 数学 苋 费 初中 组 春季 寓 高 级 卷 第 6 题 ) 

WBA 取 1 <i<10,1 <j 设 在 第 j 次 传递 坚果 
时 ,第 i 个 人 给 出 的 坚果 数 为 g,()) aR PRG) 个 坚果 . 
因此 

gJ) —kE(7) 1, Vi,) 
令 gig) +k) =k +1) +2 + 1) 
其 中 Zo) =ewY), Ve. AF A + 1) Mge +1) 的 
差 最 多 与 g,_,(j) MAU) 的 差 相 等 ,所 以 有 
[gia G] +k) 1° = [kG +1) 7? + leG+ dy 
定义 
S(j) = È LEGI + Lai) 1°} 

AE SOG) Oe BCE. HAJ AER ea a. 因此 一 定 存在 
1 ,使 得 S(t) 为 它 的 最 小 值 . 这 意味 着 


ki) gG) ka) .82) t 7) 
是 相等 的 20 个 数字 MAS? <j,1 <i < 10 时 
l -&G) lst 
假设 它们 不 全 为 5, 那 么 存在 ;大 ,使 得 
g(t) =6 
Ki (t) = giat) = + = k(t) = g(t)=5 
并 且 ,1(1) =4, 现 在 知道 
gial$ +1) =6 
kali tljagali+ Jame 
A(t+1l)=g(t+1)=5 
又 ,i(t + 1)=4, 最 后 有 
g(t+l-i)=6 
k(t +l-i)=4 
但 是 在 题 设 下 ,它们 最 多 差 1, 这 导出 了 矛盾. 所 以 证 明 
了 这 20 个 数 都 必须 是 5, 因 此 经 过 1 次 传递 后 ,每 个 人 
有 10 RRR. 
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1985 46 PBA A REPT BBE 
《自然 杂志 》(1 卷 11 期 ) 发 表 文章 介绍 
本 这 一 试题 的 背景. 

现在 那 道 数学 元 者 试题 中 每 个 小 护 
FIP SAA ERE, 而 是 砂糖 . 编写 为 1 
的 小 孩 一 开始 手中 的 砂糖 质量 为 x;,i = 
1 ,2,…,n. 调整 的 规则 与 原来 的 十 分 相 
近 , 每 个 小 孩 把 手中 的 砂糖 分 一 半 给 他 
的 右 邻 . 当然 ,每 个 小 孩 也 同时 从 他 的 左 
邻 那 儿 接受 了 砂糖 ,质量 是 后 者 手中 砂 
粮 质 量 的 一 半 . 与 原先 规则 唯一 不 同 之 
处 是 :这 里 不 考虑 调整 之 后 补 糖 ” 的 问 
题 . 自然 ,作为 数学 的 抽象 ,我 们 也 不 考 
虑 把 任意 质量 的 砂糖 精确 地 平分 为 二 所 
审 来 的 技术 上 的 困难 . 
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设 调 整 之 后 ,第 i 个 小 孩 手中 的 砂糖 质量 为 x;,i = 
1 ,2 n Mie} (x, 442 ota) 到 新 间 量 (2 ,x2,…， 
x) 可 以 说 成 是 经 过 了 茶 种 变换 , 这 个 变换 具体 地 用 
公式 来 描述 就 是 


t X) t X 
E x2 + X3 
~ > = 
2 (1) 
1 Vn 十 XI 
Mn 9) 


撤 开 问题 中 % 与 x 的 具体 意义 不 谈 , 我 们 可 以 认 
为 x; 可 正 可 负 , 也 可 以 是 零 . 按照 式 (1) ,可 以 计算 出 
新 问 量 (zi ,x2,"… An) ,所 以 式 (1) 确定 着 一 个 把 元 维 
回 量变 为 民 维 回 量 的 变换 . 

我 们 来 看 看 下 文中 式 (3) 所 确定 的 变换 的 性 质 . 

(1) 如 果 x, 三 0,x, [0,- x, 三 0, 那 么 变换 之 后 
所 得 的 x1 宇 0,x; 宇 0,*…,x’ 宇 0. 

具有 这 种 性 质 的 变换 称 为 正 变换 . 简 言 之 , 正 变 换 
把 非 负 向 量 仍 变 为 非 负 问 量 . 

(2) WR a = g= … = 4, = 2 PAM «= 
x= …=%n=x. 何 言 之 ,这 个 变换 把 平衡 状态 , 即 癌 量 
中 所 有 分 量 均 相等 的 状态 , 仍 变 为 平衡 状态 . 

(3)xitxste tal au, ta, te 十 ,用 本 章 的 
例子 来 说 明 , 即 调整 之 后 小 孩 手中 砂糖 的 总 质量 仍然 
等 于 调整 前 砂糖 的 总 质量 . 

以 上 三 条 性 质 , 很 容易 用 式 (3) 来 验证 . 

为 了 简便, 我们 用 了 来 记 由 式 (3) 所 确定 的 变换 ， 
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而 把 式 (1) HY 


x) Xi 

Wo _ 7% (2) 
, - 

X a Y n 


式 (2) 形象 地 表明 了 :将 变换 T 作 用 于 旧 问 量 , 便 得 到 
式 (2) 左边 的 新 问 量 . 我 们 再 将 同一 个 变换 作用 于 新 
问 量 (x1 0508 0) ,得 到 (wi ,x2 n) ,可 称 这 是 用 
变换 TT 的 平方 ( 记 为 7 ) 作用 于 最 初 向 量 的 结果 . 连续 
对 (xi ,x;,…,%,) 进行 m 次 变换 T, 得 到 (x1” ,x3”,… 
x) MIA 


(m) . 
Ña eN Ý hai Xa (3) 
| Le 


将 T 一 次 又 一 次 无 止境 地 作用 下 去 ;相当 于 在 式 (3) 
ao W1234," Boe | ion 
答案 的 局 示 , 我 们 和 目 然 地 猜想 到 :不 管 (xi 2 ,x,) 
是 怎样 一 个 向 量 , 经 过 变换 TT 的 无 限 次 的 作用 ,最 终 会 
把 各 分 量 间 的 差别 越 拉 越 平 , 越 来 越 接近 平衡 状态 . 一 
说 到 “无 限 次 ”, 数 学 上 总 是 用 “极限 过 程 ” 来 描述 的 . 
也 就 是 说 ,为 了 确切 地 说 明 由 式 (1) 所 确定 的 变换 了 
是 一 个 磨 光 变换 , 同时 考虑 到 性 质 (3) ,我 们 应 当 证 
HY 
对 于 任何 一 组 实数 (x ,%,，,…,%,) ,经 过 由 式 (1) 


”为 方便 起 见 , 在 本 文中 我 们 不 区 别 列 向 量 和 行 问 量 . 


所 确定 的 变换 了 的 反复 作用 ,都 有 
limai” = limxf™ =- = 


m—*% m—> oo 


Xi +X, +e 十 区 


lim«,”” = A (4) 
证 明 我们 首先 在 限制 
Xi 十 X +e +a, =0 (5) 


之 下 来 证 明 式 (4) , 稍 后 将 会 看 到 , 这 并 不 是 一 个 本 质 
的 限制 ,一 步 一 步 的 具体 计算 可 得 到 


a) _ YI t% 
_ g 
] l 
LO 和 ta t + 2a, +a 
a) 2 二 
2 2 
oy .i 
ec = 5 = 
4, + 2K, +My . Se + 2a +i, 
一 一 一 一 + 一 一 一 一 = 
3 3 
2 2 
x, + 3x, + 3x, + x, 
3 


由 此 可 以 看 出 这 样 一 个 事实 :在 用 x, ,x;,… ,x 表示 出 
xi ”的 表达 式 中 ,分 母 是 2” ,而 分 子 是 wx A, 
的 正 整数 系数 的 线性 组 合 , 即 


Ajit + Aai & e+ + Aw 


xin = n (6) 
并 且 分 子 中 Ki Xag" A n 的 系数 之 和 
A, 十 页 to +A, = 2" (7) 


4 p =max{| x, 1,1 1 l x, 1 |. 显然 ,对 于 给 定 的 
一 组 数 (% ,x ,…,%, ) ,p 是 一 个 定数 . 由 式 (6) 及 限制 
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(5) 可 知 

(n—1) (A, = 1 )x, gene (A, DEA +X E +X, 

"i i ai = 
(A, = l)a +e + (A, = 1), 


gue 
这 里 人 — 1,A, 一 1,… ,A 一 1 都 是 非 负 整数 ,于 是 


We pee A —l)l ax, l+ + (à, -1)1 x, | 5 
iml 
(A, —1) + + (A, -1) 
1s 


.le 
由 式 (7) 可 知 


-1) n 
| x," eft- 


jE 
由 对 称 性 可 以 看 出 ,对 i = 1,2,…,n, 都 有 不 等 式 


Lf) | < |1 = (8) 


JETA E at ose ae) 再 连续 作用 n — 1 次 ， 
并 注意 到 由 式 (8) 有 


E E 
max{| x 1 | ws E 


(! “aye 


因此 利用 式 (8) ,可 得 出 对 = 1,2,…,n, 有 


= & 
geen! lt eee 


git i 


] =i) 
) max|| xh | ,- 


yen ? 


(2n-2) 
| Ww I<(1 - 


[| ae? ft E < (1 ee p 
重复 此 种 推理 ,可 知 对 大 = 1,2,3,…, 有 


(kn-k) 
| a I<(1 


k 
mia Pi SL (9) 


i 。 


a% 


r] = a. La 


g 


ETI = Sed 是 一 个 小 于 1 的 非 负 实数 ,可 见 


liml1 | SO 
从 而 由 式 (9) HERI 
limx 1 
Kii m > k(n = 1) Mn aa” aal MNT 
pO lD a pD 中 的 最 大 数 与 最 小 数 之 间 ( 想 
一 想 , 为 什么 ) ,因此 上 起 实际 上 相当 于 


) š 
lime,” s0. = 1,2,7 


m>% 


这 样 ,就 在 限制 (5) 之 下 证 明了 结论 . 
现在 我 们 取消 限制 (5) ,用 4 记 2% ,x,,… ,x 的 算 
术 平 均 数 , 青 令 yi =x; 一 4. 对 问 量 (y,,y,,…,y,) 而 言 
yi ty toe ty, = (4, +x +e +a) —nA =0 
限制 (5) 得 到 满足 ,因此 有 
limy,”" = 0.4 =1,2,-°°.h (10) 
对 (7 Yao aye) 作 变 换 了 ,得 到 (7 yb say's) 易 见 
yi=x'—A(i=1,2,---,n). 更 进一步 , WR y'™ = 
x -A(i = 1,2,…,n) ,由 式 (10) 可 得 
lim (x;"" — A) =0 


HJJ 
limxi™ MT Pea ee E E Y n 
m—*% n 
这 样 ,就 完整 地 证 明了 结论 ,这 表明 由 式 (3) 所 确定 的 
Tye beget 


当 说 ,这 个 结论 正 是 第 1 EAST RAE oe HE ih 
的 和 里 然 试 题 中 的 “调整 ”并 不 完全 是 变换 
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7 ,而 是 多 了 一 步 " 加 老师 补 要 一 块 ” 的 手续 ,但 这 一 手 
续 不 但 使 得 一 次 调整 之 后 ,每 个 小 孩 手 中 总 有 偶数 块 
糖 采 ,便于 一 分 为 二 ,而 且 更 重要 的 是 使 得 只 需 经 过 有 
限 次 调整 即 达 到 平衡 状态 . 
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双 随 机 方 阵 


a GO ARE 


一 个 非 负 方 阵 称 为 双 随 机 的 , 如 来 
它 的 每 个 行 和 与 列 和 都 是 1. BLE AE 
在 数学 和 物理 学 上 有 许多 重要 的 应 用 . 

硅 干 小 孩 围 圆 果 而 坐 ,每 人 手中 有 
砂糖 若干 ,我 们 称 一 次 调整 是 把 每 人 手 
中 的 砂糖 分 一 半 给 右 邻 . 求证 :经 过 不 断 
调整 ,所 有 小 孩 手中 的 砂糖 (质量 ) 一 样 
多 . 

在 小 孩 个 数 不 多 的 情形 下 ,我们 看 
如 何 用 极限 的 方法 解决 问题 . 

不 妨 设 3 个 小 孩 手中 的 砂糖 的 初始 
质量 为 a, =a, =b, =c, 经 过 第 :次 调 
整 后 ,他 们 手中 的 糖 的 质量 分 别 是 a ,b,， 
a(t 1 


13 


PK sth Van der Waerden 猜想 


我 们 将 证 明 
hima =hm b, = iore, = stote 
由 调整 法 则 
- b, t Cn=1i 
C= 7 
b Coa Taga s123 
p 2 i= 999 
- aa- t 有 
Ga = 7 
于 是 


a, T b, + Cn = Aai T bs. + Ci 下 Se = 


ay tbo +e, =atbt+e 


Ay 了 也 十 和 + 
3 
于 是 
b ,+ 
a, -de ate a 
aai + bai + ©. — @,_j 7 
adic 
2 
a 
Et d= (a, d) 
于 是 由 递归 
of AN taa 
a,-d=(- >] (a-d) 
和 


3 
对 于 一 般 情形 , 即 半 个 小 孩 的 情形 ,我 们 把 每 次 调 
整 对 应 于 一 个 非 针 矩阵 
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] ] 
5 7 0 0 
] 1 
0 5 7 0 
A=|: i : : (12) 

i i 

i, 2 : 
0 Fy 


设 每 个 小 孩 最 初 手中 的 糖 的 质量 是 zi Aa, ,%,， 
& X = (atga) ,于 是 ,第 一 次 调整 , 便 是 
AX = (= +X, X, + X3 a | | 
2 * 2 * * 2 
第 m 次 调整 是 4" 关 , 我 们 要 证 明 


T 
amy [2 tM 十 … +H, KH, 士 to +e, 
lim A X= [TEE L, 
1 n n 
只 需 证 
7 ] 
lim A” =—J 
m 20 n 
或 记 
oO ] 
A =—J 
n 


这 一 结论 在 1976 FES EA KEHE JI AL il 
学 院 大 学 生 数学 竞赛 试题 , 原 题 为 :在 三 角形 的 三 条 边 
写 上 三 个 数 oj ,a;” ,a; ,然后 擦 掉 这 些 数 . 将 每 边 换 
成 刚才 另外 两 边 的 算术 平均 值 ( 即 换 wm 为 a,” = 


(1) (1) (1) (1) 


ad, +d, (1) a (2) G +4; (ih a (2) 

r , 换 a Na, aa ae ta,’ Aa,’ = 
1) (1 

a +a, 


一) , 据 所 得 各 数 再 作 类 似 计算 ,如 此 下 去 . 证 
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(1) (1) 
a, +4, 


WH slim a” (i= 1,2,3) 存在 , 且 等 于 < 一 一 

更 一 般 地 ,我 们 不 采取 “分 给 右边 小 孩 一 半 ” 的 调 
整 方法 ,而 采用 “分 给 其 他 每 个 小 孩 若干 使 每 个 小 防 
分 给 右边 第 ;个 同伴 的 比例 都 一 样 ” 的 方法 , 则 我 们 的 
调整 矩阵 便 是 如 下 的 双 随 机 年 阵 
(13) 


Mea m, s... m, 


其 中 m; = 0, 2 hy = 1 ,于 是 ,第 一 次 调整 便 是 
mX; + NX> me aje Mm Xx, 
AX = WS, +m, es, ++" + i, 1%, 
Mat, F MX 本 oo + Mm, %, 

易 见 式 (13) 是 一 个 循环 双 随 机 矩阵 , 即 把 第 一 行 依次 
向 右 移 位 , 便 得 到 下 面 各 行 . m, =m, = 了 ,mi =0(i= 
3,4,°°*,n) a 13) {ei FE SK ( 12) De APM BA AL RS BE T 
描述 的 变换 , 称 为 磨 光 变换 . 

从 定义 易 知 4 是 双 随 机 方 阵 , 当 上 且 仅 当 J4 = AS = 
J ,于 是 ,我 们 有 

定理 WRU BUR BLE BLE. 
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RWT 


w Ae 加 


1. 4) 绍 


2003 年 4 美国 数学 月 刊 》 发 表 了 
Glenn Iba 和 James Tanton 的 文 瘟 ,介绍 
了 前 文 那 一 试题 的 图 论 背景 

现在 考虑 那些 有 最 少 糖果 的 人 , 设 
m e N 为 这 个 最 小 的 糖果 数 . 在 重新 分 


配 时 ,这 个 人 将 分 5 粒 糖果 给 他 右边 相 


邻 的 人 ,同时 从 他 的 左边 收 到 至 少 7 粒 
糖果 . 只 有 当 他 左边 的 人 有 同样 少 的 糖 
果 时 ,他 拥有 的 糖果 数 才 不 会 增加 . 这 样 
一 来 ,如 果 有 左 个 人 坐 成 一 排 ,每 个 人 都 
fi m 粒 糖果 ,在 一 次 重 分 配 后 ,前 一 1] 
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PADA m BLA ,但 第 上 个 人 将 有 较 多 的 糖 采 (除非 
每 个 人 都 有 m 粒 糖果 ,在 此 情形 分 配 已 经 稳定 ). A 
此 ,每 次 重新 分 配 之 后 ,有 最 少 糖果 的 人 的 数目 在 减 
少 ,因为 每 个 人 拥有 的 糖果 数 存 在 上 界 ,这 个 事实 使 得 
形势 稳定 下 来 . 

我 们 能 否 预 先 估计 需要 多 少 次 反复 分 配 才能 使 分 
糖果 游戏 稳定 下 来 ,同时 它 取 怎样 的 稳定 值 ” 这 些 问 
题 仍 然 是 公开 的 . 各 种 年 龄 的 学 生 热 衷 于 探究 这 些 问 
题 ,比如 试验 不 同 糖果 的 初始 分 配 数 ,把 结果 制 表 , 从 
中 搜寻 可 理解 的 模型 . 

糖果 游戏 有 许多 变形 ,比如 ,不 是 加 糖果 ,而 是 学 
生 吃 掉 奇 数 粒 糖果 使 他 拥有 的 糖果 数 减 少 到 某 个 偶 
数 ,那么 会 发 生 什 么 情况 ? BA, WIR BEAR oP Fat ft 
所 有 的 糖果 ,比如 一 半 给 左边 , 另 一 半 给 右边 ,又 会 发 
生 什 么 情况 ? 

最 后 , 马 蹇 诸 塞 州 东 康 普 顿 市 北 汉 普 顿 威 洛 比 中 
学 的 Alan Lipp 提出 了 以 下 问题 :假设 Angelica 在 游戏 
开始 时 有 12 粒 糖果 ,在 每 一 次 口哨 吹 啊 时 ,把 她 的 糖 


RAJS 给 她 右边 的 邻居 Beatrice, 在 接受 了 她 左边 邻 
届 给 的 糖果 后 , Angelica 向 上 进 到 下 一 个 3 的 倍数 . 在 
另 一 方面 ,Beatrice 在 每 一 轮 考 虑 5 的 信 数 ,把 她 的 


糖果 给 她 右边 的 邻居 ,而且 总 把 她 的 糖 采 加 上 进 到 下 
一 个 5 的 倍数 . 每 个 学 生 以 同样 的 方式 操作 ,用 目 己 固 
定 的 一 个 数 , 以 及 以 这 个 数 为 分 母 的 固定 分 数 , 

下 面 的 表 1 显示 了 一 个 5 个 玩家 A,B,C,D 和 上 的 
糖果 游戏 , 游戏 的 “状态 ”在 5 轮 后 固定 下 来 . Alan 
Lipp 和 他 的 学 生发 现 这 些 推 广 的 糖果 洲 戏 好 像 总 是 
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要 稳定 下 来 ,只 要 有 至 少 一 个 玩家 用 不 同 于 1 的 分 数 
操作 ,同时 没有 人 以 分 数 0 操作 . 


表 1 
玩家 A B C D E 
分 给 右边 玩家 的 i; 3 i a 
糖果 的 分 式 比例 3 5 2 4 
伟人 的 倍数 3 5 l 2 ä 
初始 分 布 12 10 3 4 8 
第 1 轮 is 10 4 6 4 
第 2 轮 6 15 4 8 4 
第 3 轮 I5 15 6 8 8 
第 4 轮 I8 15 6 I0 8 
第 5 轮 18 15 6 12 8 
第 6 轮 18 15 6 12 8 


在 本 章 中 ,我 们 通过 进一步 推广 糖果 游戏 来 证 明 
这 个 结果 . 假设 每 个 玩家 记 住 一 个 固定 的 整数 ,把 他 的 
糖果 的 一 部 分 给 他 的 几 个 或 所 有 的 朋友 ,而 且 在 接收 
到 他 朋友 给 的 糖果 后 把 他 的 糖果 数 补充 到 他 选取 的 整 
数 的 下 一 个 数 部 . 在 适当 的 条 件 下 , 这 些 糖果 游戏 是 
“有 界 ” 的 ,也 就 是 ,即使 游戏 进行 无 限 多 轮 也 只 需要 
有 限 多 的 糖果 (当然 , 前 提 是 可 以 供应 无 限 多 的 糖 
果 ). 这 样 , 在 有 限 轮 反复 后 ,这 个 游戏 中 的 糖果 分 布 
进入 一 个 循环 ,我 们 发 现 了 保证 这 个 循环 长 度 为 1 的 
条 件 (Alan Lipp 的 游戏 满足 这 些 条 件 ) , 那 意 味 着 游戏 
的 糖果 数 稳 定 到 固定 的 分 布 . 

这 里 的 关键 是 把 注意 力 集中 到 单 块 糖果 在 游戏 进 
行 时 的 移动 上 . 这 样 的 一 块 糖 果 自 己 只 能 处 于 有 限 多 
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种 "状态 ”中 ,也 就 是 ,在 有 限 多 玩家 的 手 上 ,游戏 可 以 
看 做 是 一 个 在 这 些 状 态 间 移动 糖果 的 随机 过 程 ( 我 们 
假设 每 个 玩家 随机 地 分 配 他 的 糖果 ). 换 句 话说 ,以 这 
种 方式 全 究 的 糖果 游戏 是 一 个 有 限 Markov 链 . AXK, 
在 下 面 的 讨论 中 用 Markov 理论 中 的 术语 更 合适 些 . 我 
们 对 我 们 需要 的 所 有 结果 给 出 了 独立 的 证 明 . 


2 对 游戏 的 描述 


假设 位 学 生 坐 成 一 圈 , 每 个 人 手中 有 一 堆 糖 果 ， 
DA c; 记 第 i 位 玩家 最 初 拥有 的 糖果 数 (i e [n] = 11， 
2,.…,n1)， 用 ce 表示 (2Z,) ”中 的 列 ln] er (cj, 
Gab) (XX Z,=N u {0}). 

在 游戏 的 一 次 迭代 中 ,每 个 玩家 把 他 的 糖果 分 发 
给 组 中 的 一 些 或 者 所 有 成 员 . 对 属于 Lnj 的 i yo 
qi e Q) RANA i AMAJ 的 糖 采 数 的 比例 ,这 
0 Sq; <1, p? a = l. inana 


ae, 注意 到 玩家 ;i 为 自己 保留 了 一 部 分 糖果 ,如 果 qi + 
0, 设 Q 是 nxn 和 矩阵 , 它 的 (i,]) 一 项 是 9q ,我 们 把 @ 叫 
做 游戏 的 转移 矩阵 . 例如 , 表 1 中 描述 的 游戏 的 转移 矩 
阵 为 


了 > 0 0 0 
0 = $ 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 > = 
+ 0 0 0 =. 
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我 们 假设 ,对 每 个 ie [n] , 值 c 是 一 个 固定 的 正 
整数 D, 的 倍数 , 即 既 约 形式 的 分 式 qa sdas saqin 的 分 
母 的 公 倍 数 . 这 时 ,cig; 是 一 个 整数 ,每 个 玩家 在 游戏 
的 第 一 轮 被 给 予 整数 块 糖果 . 为 了 保证 在 后 来 的 游戏 
满足 这 个 条 件 ,我 们 要 求 玩 家 i 在 接收 到 他 的 同伴 给 
的 糖果 后 增加 他 的 新 的 糖果 数 到 下 一 个 D, 的 倍数 . 

设 B(c) 代表 游戏 的 一 轮 迭 代 后 新 的 糖果 分 布 的 
列 向 量 ,B (e) 是 两 轮 游戏 后 的 糖果 分 布 ,如 此 等 等 
(从 而 如 是 "分配 和 加 上 进 ” 操作 ). 我 们 把 (Z,) 的 一 
ME s 叫做 游戏 的 一 个 状态 , 如果 s = B"(c), 这 里 
r eZ, (我 们 认为 B (ce) =c) ,我 们 也 说 这 种 情况 下 的 
糖果 游戏 在 r 轮 后 处 于 状态 s. 

对 x,d e N, 用 [xj], 表示 大 于 或 者 等 于 x 的 dd 的 最 
小 倍数 ,作用 在 状态 s 上 的 操作 为 


BO): = [È qs] = [Qi e En] 


如 果 B(s) =s, 我 们 把 糖果 分 布 叫做 游戏 的 一 个 固定 
状态 我 们 把 (Z.)* 任意 一 个 向 量 ,不 需要 是 游戏 的 
一 个 状态 ,叫做 B 的 一 个 不 动 点 ,如 果 B(w) = u. 

没 * 是 7 轮 游戏 后 的 状态 . 这 时 ,7, = D, ;记录 了 


在 第 r 轮 游戏 后 参加 者 拥有 的 糖果 总 Be 注意 到 下 面 
的 


2 (2 mn È dees = 2 E as) a! 
这 说 明 7,,, 三 7, 等 式 成 立 当 且 仅 当 B(s)= Qs( 即 没 
AAA [a] EE”). REIT, rez, 叫做 游戏 的 糖果 
总 数 序列 . 

FRAT Fe A: 8, 正 整数 D, ,D,,…,D, ,初始 分 
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布 c 把 糖果 游戏 表示 为 C(Q;D ,D,,+*+,D, 50) 或 
者 简 记 为 C(Q) 一 一 如 果 正 整数 D, 和 初始 分 布 是 隐 
含 的 . 


3 Ay FR AG ay BK, 


称 糖 霖 游戏 C(Q;D, ,D;,…,D,;c) AF, MAE 
在 (Z,)" fal tee u 对 游戏 的 所 有 状态 s, 所 有 的 i e 
[n] 满足 s; < u 对 一 个 有 界 游 戏 , 相 应 的 总 数 序列 
iT; I 像 上 面 那样 被 ( 2 u) 限制 ,因此 它 收敛 到 一 个 
Te OL. 所 以 ,在 游戏 经 过 有 限 多 次 达 代 后 , “各 上 进 ” 的 
情况 不 会 发 生 , 对 状态 s 的 操作 B 只 是 对 s Ac Ae ea 
Q . 这 时 ,对 游戏 的 数学 分 析 化 简 为 对 一 个 普通 的 随 
机 过 程 的 分 析 , 对 于 后 者 ,许多 绪 果 已 经 知道 了 

北京 数学 奥 林 匹 殉 苑 赞 中 的 糖果 游戏 以 及 在 本 草 
的 介绍 中 提 到 的 糖果 游戏 都 被 癌 量 | 以 ,M,…,MI 所 
限制 ,这 里 的 M 是 糖果 的 初始 分 布 中 玩家 拥有 的 糖 末 
效 的 最 大 值 . 但 不 是 所 有 的 糖果 游戏 都 有 界 ,例如 ,在 
图 1] 中 描述 的 游戏 明显 会 消耗 ”无 限 多 糖 来 . 
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容易 看 到 所 有 的 糖果 游戏 一 定 会 落 和 人 摆动 或 稳定 
的 形态 (对 (Z,)" 中 的 一 个 固定 癌 量 &, 在 (Z,)" 中 内 
有 有 限 多 s WE s, < u). 因此 ,在 一 个 有 界 的 游戏 
C(Q;Di,D;,…,D;;c) 中 ,一 定 存 在 一 个 糖果 分 布 s 和 
一 个 最 小 正 整数 d 满 足 s = B'(c) = BM" (c) ,这 里 的 > 是 
N 中 的 某 个 数 ,我们 把 d 叫做 摆动 形态 的 周期 . 

我 们 将 找到 使 糖果 游戏 有 界 的 条 件 . 


4 有 向 图 .路 和 周期 


如 图 1 那样 的 图 像 是 描述 糖果 游戏 的 目 然 方式 . 
对 一 个 位 玩家 的 糖果 游戏 C(Q) ,我 们 把 它 联想 为 一 
个 n 点 ( 标 为 1 Zin) WAI CCQ) ,每 个 点 代表 一 位 
玩家 ,有 从 玩家 ;到 玩家 / 的 有 回 边 当 且 仅 当 qi #0. 如 
AMT SEP iA qu 关 0, 我 们 画 一 个 从 顶点 i 到 自己 的 任 
RAT Te] AS. 把 游戏 的 玩家 看 做 相应 有 向 图 的 项 点 ,或 
者 反 过 来 ,都 是 很 方便 的 ,我 们 笛 篆 把 有 回 图 简 记 为 
ĉ. 

先 介 绍 帮 助 我 们 描述 单 粒 糖果 移动 的 术语 ,我 们 
说 两 个 玩家 相 邻 ,如果 在 6 中 他 们 之 间 有 一 条 有 向 边 . 
G 中 一 条 从 玩家 i 到 j 的 长 1 的 路 是 指 G 中 的 一 个 顶点 
( 不 需要 不 同 ) 序列 i = io yli jig E ‘l =], 它 满足 对 任意 
re |0,1,2,---,J-1} ,存在 从 扩 i 到 i, 的 有 问 边 . 这 
样 的 路 对 应 大 个 别 糖果 在 游戏 期 间 的 移动 路 径 . 一 个 
圈 是 一 条 开始 和 终止 于 同一 个 顶点 的 路 ,我 们 说 一 个 
疾 是 基于 十 家 i 的 ,如 果 我 们 希望 把 这 个 圈 想 象 为 从 i 
开始 和 结尾 . 

玩家 1 i In] SoA, MRE C 中 存在 一 条 从 点 i 到 ] 
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的 路 , 拿 糖果 游戏 来 说 ,这 表示 一 粒 糖果 有 可 能 从 玩家 
i 手中 移动 到 玩家 j 拥有 的 糖果 堆 中 . 

定义 1 一 个 n 人 的 糖果 游戏 叫做 不 可 约 , 如果 
所 有 的 玩家 1i 通 回 所 有 的 玩家 上 

QR TSAR ik Ap, 表示 在 6 中 从 i 到 j 的 路 ， 
pr 表示 从 7 到 并 的 路 ,那么 我 们 用 pmp: 表示 这 两 条 路 的 
合成 ,这 是 一 条 从 点 i 到 点 上 的 路 . 

有 个 问题 ,特定 的 一 粒 糖果 离开 一 个 玩家 ,是 否 可 

某 个 时 候 回 到 这 个 玩家 手中 ? 

定义 2 在 n 人 糖果 游戏 中 ,玩家 i 叫做 回归 的 
(recurrent) , WRR Z iihi 7, AGA j 也 通 问 i 否则 这 
个 玩家 叫做 过 渡 的 (transient). 

对 一 个 回归 玩家 i,G 中 任意 一 个 从 i 出 发 的 路 是 
基于 i 的 一 个 圈 的 一 部 分 ,也 就 是 所 有 离开 那个 玩家 
的 糖果 有 机 会 回 到 那个 玩家 手中 . 对 过 渡 玩 家 ,情况 就 
不 是 这 样 ,显然 ,在 一 个 不 可 约 游 戏 中 ,所 有 玩家 都 是 
回归 的 ,图 2 显示 了 一 个 4 个 玩家 的 游戏 的 有 回 图 . 显 
然 ,玩家 1,3 和 4 是 回归 的 ,但 玩家 2 不 是 . 

下 面 的 引 理 可 以 直接 验证 , 它 提 供 了 关键 的 步骤 ， 
把 复杂 的 糖果 洲 戏 分 化 成 允 处 理 的 子 激 戏 . 

引 理 1 ei 和 /7 是 一 个 糖果 游戏 中 的 玩家 ,如 末 
i 是 回归 的 而 且 i 通 辐 j, 填 么 是 回归 的 . 

我 们 需要 另外 一 个 定义 . 

定义 3 在 一 个 糖果 游戏 C(O) 中 ,我 们 说 玩家 
的 一 个 子 集 S 是 闭 的 ,如 果 每 当 某 个 i 属于 5 mH. iÑ 
向 7 时 ,7 也 属于 S$. 子 集 5 叫做 不 可 约 的 ,如 果 对 所 有 属 
于 S$ 的 i 和 j, 存 在 一 条 完全 包含 在 $ 中 的 从 i 到 j 的 路 . 

我 们 有 下 面 的 重要 结果 . 
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图 2 

引 理 2 ”在 一 个 有 限 多 玩家 的 糖果 游戏 中 ,所 有 
回归 玩家 的 集合 是 玩家 的 闭 不 可 约 子 集 的 不 交 并 . 

证 明 ” 设 i 是 一 个 糖果 游戏 CCQ) 的 回归 玩家 ， 
S; =\j| 在 图 G(Q) 中 ,i 通 向 逢 .这 时 ,5; 是 一 个 回归 玩 
家 组 成 的 闭 集 , 容易 验证 它 是 不 可 约 的 . 而 且 , 如果 i 
和 j 都 是 回归 玩家 ,那么 或 者 他 们 的 一 个 通 癌 为 一 个 ， 
结果 S$, = 5,, 或 者 他 们 都 不 通 问 对 方 ,那么 5S; 和 5S; 是 不 
相交 的 . 

我 们 将 发 现 搞 明 白 不 可 约 糖 果 游 戏 中 的 圈 的 长 度 
很 重要 . 我 们 将 开始 使 用 一 些 数论 . 设 1 是 自然 数 的 非 
空子 集 ( 可 能 无 限 ). 我 们 把 d( Ee N) 叫做 了 的 公约 数 ， 
如 果 对 7 中 所 有 的 nn 有 dl n. 我们 说 d 是 1 的 最 大 公约 
数 , 如 果 d 是 一 个 公约 数 ,而 且 对 7 的 所 有 其 他 公约 数 
aal d. 我 们 定义 空 集 的 最 大 公约 数 为 d = %. 自然 
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数 的 任意 子 集 7 都 存在 最 大 公约 数 , 我们 把 它 记 作 
gcd( 7). 

对 糖果 游戏 C(O) 中 的 一 个 玩家 i, RIT I; = 
|l e NI 存在 一 个 基于 i 的 长 1 的 圈 }. 

定义 4 在 一 个 糖果 游戏 CCQ) 中 ,d; = ged(/;) 
叫做 玩家 i 的 周期 . (注意 到 如 果 qi = 0,864 di = 1) 

“周期 ”这 个 概念 在 Markov 理论 中 是 标准 的 . 

引 理 3 i Aly 是 糖果 游戏 中 的 两 个 不 同 玩 家 ， 
QU AS ie y MAL 7 ie] i, ABA d; = d, 

WERA F iF 的 圈 的 存在 性 说 明 两 个 玩家 都 
没有 无 限 周期 . 设 户 是 一 条 从 :到 7 的 长 上 的 路 , 疡 是 
一 条 从 7 到 i 的 长 4 的 路 . 这 时 pip; 是 一 条 基于 i 的 长 
1, +1, 的 圈 , 因 此 d | (1 +L). 

现在 考虑 基于 /的 任意 一 个 圈 9 ,假设 它 长 1, 这 时 
pap 是 一 个 长 ++ L WTF i WE, AE d; I L 

这 样 ,d; 是 所 有 基于 /7 的 圈 长 度 的 公约 数 , 因此 
d;l d;i, 同样 ,dj; | ud ,这 说 明 这 两 个 周期 是 相等 的 . 

引 理 3 有 下 面 的 重要 推论 . 

推论 4 在 不 可 约 游 戏 中 ,所 有 玩家 有 相同 的 周 

我 们 命名 一 种 特殊 情况 . 

定义 5 一 个 不 可 约 游 戏 叫 做 非 周 期 的 
(aperiodic) ,如 末 玩 家 们 的 共同 周期 等 于 1 ,特别 ,如 
RITES i A qa 关 0, 那 么 游戏 是 非 周 期 的 . 

在 继续 以 前 我 们 做 更 多 的 观察 , 设 i 是 糖果 游戏 
中 的 一 个 玩家 . 在 相应 的 子 集 FP, 圈 的 相互 邻接 
(juxtaposition) 说 明 六 在 加 法 下 是 财 的 . 考虑 玩家 的 
周期 为 1 的 情况 . 
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SHES 设 7 是 在 加 法 下 闭 的 自然 数 的 非 空 子 集 ， 
而 且 gcd(7)=1, 那 么 ,存在 一 个 自然 数 N 使 得 1 包含 所 
有 大 于 等 于 N 的 目 然 数 . 

证 明 ”在 71 中选 两 个 元 al Mla, ,这 里 ao > a, , 议 
k =a, -ai ,如 果 k 关 1, 那 么 不 是 1 的 最 大 公约 数 ,而 
上 且 在 了 中 存在 一 个 元 六 2 不 是 上 的 倍数 .假设 (s - 1)k < 
b <sk XE s EN ORT sy My PA S 
的 两 个 元 . 重复 进行 这 个 过 程 ,一 定 会 产生 属于 了 的 两 
个 连续 整 效 . 

假设 a 和 a + 1 是 这 两 个 整数 ,这 时 ,按照 集合 的 
封闭 性 

a +r=(a-rjat+riatl) ef 
对 每 个 满足 0 ra 的 + 成立 ,也 就 是 说 ,a - 1 之 后 
的 连续 a 个 整数 属于 1/ 

在 这 连续 a 个 数 上 重复 加 上 c ,我 们 就 证 明了 a 
以 及 比 它 大 的 整数 都 属于 1/ 

作为 这 个 引 理 的 有 趣 应 用 ,读者 可 以 玩 玩 下 面 的 
问题 作为 娱乐 : 设 a 是 一 个 奇 的 正 整数 ,N=a - 1, 只 
用 a 和 a +2 单 位 的 硬币 ,证 明 可 以 找 出 大 小 为 N 或 更 
KAN A ERAH N =- 1 的 零钱 . 


5 不 可 约 游 戏 是 有 界 的 


我 们 将 说 明 所 有 不 可 约 游戏 是 有 界 的 .下面 的 引 
理 是 Markov 理论 中 的 标准 结果 . CE HL, FRE ft 
基础 的 代数 方法 给 出 一 个 证 明 . 

引 理 6” 设 0 是 一 个 n 位 玩家 的 不 可 约 糖 果 游 戏 
的 n x n FE RSF. 这 时 存在 一 个 O" 中 的 癌 量 f, 除 了 


er 
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一 个 正 因子 是 唯一 的 ,对 每 个 e [zj 满足 f > 0, 而 
Hovs=f 
证 明 ”以 1 表示 每 个 元 等 于 1 Hn - [ot 0 Ze 
An) at I 表示 n x n 单位 矩阵 . te Q' =O -了 因为 
Q1 =1, 所 以 @' 的 列 的 秩 严 格 小 于 n. MAO! 的 转 置 
6 BE Q') ”的 行 秩 也 小 于 n. 这 样 , 当 工作 在 有 理 数 域 
上 时 ,我 们 能 找到 一 个 非 平 几 向量 fe Q" 满足 
(QO'Y f=0 
或 者 ,等 价 地 
(O')'f =f 
我 们 先 证 实 这 个 回 量 的 元 素 或 者 都 是 非 负 的 或 
者 都 是 非 正 的 . 假设 相反 ,我们 能 找到 六 ,je ln] 使 得 
f > Of, < 0. 在 与 游戏 对 应 的 有 问 图 中 选取 一 条 从 六 
到 六 的 路 . 顺 着 这 条 路 ,我们 能 找到 两 个 相 邻 玩家 :和 1) 
WE q; #0,f, > 0,f <0. 
BS =jieln|lf201,S [jie [nl] lf, <0}, 
因为 1= Q 了 ,所 以 
LS a È 2 GS = 


> Las 2. DGS < 


PEO" JES”  ££ewd yes 


Ni (Dah < FJ 


jes* 


ke — PAE. 

FERMES IA W A AB EE CP H 
-f). 因为 f 是 非 平凡 的 , 它 至 少 有 一 个 正 分 量 ,我 们 证 
明 它 所 有 的 分 量 是 严格 止 的 . 

假设 相反 我 们 找到 下 标 i 和 jj 有/ > 0,f;=0. 顺 春 
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一 条 从 7 到 ;的 路 ,我 们 可 以 假设 上 和 7 是 相 邻 的 ,有 
qi 天 0 ,这 时 


又 一 个 矛盾 . 

最 后 ,我 们 证 明 满 足 OS =S 的 有 正 分 量 的 向 量 了 
除了 一 个 正 因 子 外 是 唯一 的 . 设 g 是 Q@ 的 另 一 个 这 样 
的 特征 同 量 . 通过 改变 比例 ,我 们 可 以 假设 f = g 假 
设 我 们 找到 一 个 下 标 r 使 f. A g, 不 失 一 般 性 ,假设 


f, <g,, 选 a e C1) EIN g - ef 是 Q" 的 一 个 特征 


问 量 (特征 值 为 1), 有 (g - ef), <0,(8-sp),>0, 但 
像 我 们 前 面 看 到 的 ,没有 这 样 的 特征 向 量 存在 . 

注 f 的 分 量 有 物理 上 的 解释 :对 每 个 i DS 
是 一 个 特定 的 糖果 从 玩家 i 手中 离开 又 回 到 玩家 i 所 
需要 的 游戏 迭代 的 期 望 次 数 ( 假 设 玩 家 随机 分 配 糖 
果 ). | 

我 们 现在 用 这 个 引 理 ,考虑 一 个 不 可 约 糖 果 游 戏 
C(Q;Di,D,,…,D,;c). 设 f 是 @ 的 特征 值 为 1 的 特征 
向 量 , 有 正 分 量 . 通过 适当 改变 比例 ,我 们 可 以 假设 f 
的 所 有 分 量 都 是 整数 . 设 & = D1D,…D,f. 这 时 ,对 每 个 
i,t, de D, H—MPSL, AL (O's); = [a Jy, = 三 
这 样 ,向 量 w 代表 一 个 在 游戏 进行 中 保持 不 变 的 糖果 
分 布 . 我 们 断定 : 

引 理 7 每 个 不 可 约 糖果 游戏 有 不 动 点 . 

(注意 ,对 不 动 点 乘 以 任意 大 的 量 , 我 们 可 以 保 
证 zw 的 分 量 任意 大 ) 例如 , 表 1 中 描述 的 游戏 是 不 可 约 
的 ,而 且 有 w= (18,15,6,12,8) 作为 固定 点 . 它 是 游 
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PS 4m Van der Waerden 猜想 


戏 的 转移 矩阵 的 转 置 矩阵 @ 的 一 个 特征 向 量 , 引 理 7 
有 一 个 有 趣 的 推论 . 

引 理 8 每 个 不 可 约 糖 果 游 戏 是 有 界 的 . 

WRA 1 C(Q;D, ,D,,°--,D,3¢) 是 一 个 n 位 玩家 
的 不 可 约 糖 果 游 戏 ,初始 糖果 分 布 为 c, 选 一 个 @ 的 不 
动 点 &, 它 的 分 量 充 分 大 ,使 得 ci < 对 所 有 i 成 立 ,也 
假设 选取 u 时 使 它 的 每 个 分 量 u 是 D; 的 倍数 . 现在 ， 
对 每 个 i 

PL < De itt = lk; 


因此 


这 样 我 们 证 明了 ,对 每 个 i 成 立 c, <u, 隐 含 着 对 每 个 : 
也 成 立 B(c), < .重复 应 用 上 面 的 结果 ,我 们 证 实 了 
对 所 有 的 r e N 以 及 所 有 的 ie Ln] 成 立 B'(c), Su, 

我 们 现在 已 能 够 断定 所 有 的 不 可 约 糖 果 游 戏 , 不 
管 它 的 初始 糖 采 分 布 是 什么 ,进行 有 限 多 步 后 终 会 进 
入 摆动 的 形态 ,把 这 样 的 游戏 继续 下 去 并 不 需要 无 限 
地 供给 糖果 . 


6 关于 摆动 的 周期 


设 C(Q) 是 一 个 不 可 约 的 n 位 玩家 的 糖果 游戏 ， 
初始 分 布 为 c. 按照 前 一 节 的 结果 ,我 们 知道 一 定 存 在 
一 个 糖果 分 布 8 和 一 个 最 小 正 整 数 d 使 得 
s =B'(c) =B™(c) 对 某 个 r e N 成 立 , 而 且 , 我 们 有 

B(B'(s)) =Q"(B'(s) ) 
HHA k eZ, RL 


i — i GSE PRG LL PE 


让 我 们 介绍 一 些 术 语 以 描述 糖果 分 布 俩 离 固定 状 
态 的 程度 . JEM QO" 中 选 一 个 回 量 j 它 的 分 量 为 正 而 且 
Q f=/ 通过 改变 比例 ,我 们 可 以 假设 ;; 三 /对 所 有 i 
成 立 , 而 且 对 至 少 一 个 下 标 j 有/; = s 在 我 们 选取 的 了 
的 情况 , 我 们 叫 玩 家 i 在 第 m Fe 45 =F AY (weakly 
abundant), 如果 B”(c); = fi; 严格 在 的 (strictly 
abundant) ,如 果 B"(c), > fo 在 第 + 轮 ,所 有 玩家 都 是 
5353 FHI. 

引 理 9 设 术 语 仍 像 前 面 几 段 那 样 . 

(1) 如 果 所 有 玩家 在 游戏 的 第 m( > r) FEES 
的 ,那么 他 们 在 游戏 的 下 一 轮 仍然 这 样 . 

(2) 如 果 在 游戏 的 第 m( > r) #6, A SCARE Sy F 
的 ,玩家 i 是 严格 丰 的 ,而 且 对 茶 个 j 有 gq; AO, ABATE 
ym + 1 轮 , 玩 家 j 是 严格 丰 的 . 

证 明 e =B"(c) Wc" =B (e) = ew 
果 对 每 个 有 cf > 放 , 那 么 对 每 个 ;有 

i= D uS D duh =S 

这 就 证 明了 (1). 

如 有 果 对 每 个 上 有 ci 三 ,对 某 个 i 和 7 有 c;> fi 而 
H. q; # 0,554 


p= PLG > 之 Vid =f, 
这 残 证 明了 (2). 

这 个 引 理 有 些 重要 推论 . 

推论 10 ”如 来 二 家 i 在 第 m( >r) FORE AE AY, 
而 且 是 一 个 长 :的 圈 的 一 部 分 ,那么 玩家 :在 第 冯 +! 轮 
又 是 严格 丰 的 . 

推论 11 假设 在 一 个 不 可 约 糖 末 游 戏 C(Q8) F, 
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玩家 i 在 游戏 的 所 有 轮 是 严格 丰 的 . WR 7 通 回 六 那么 
在 有 限 多 次 迄 代 后 ,玩家 j 也 永远 是 严格 丰 的 . 

这 些 重要 的 发 现 允 许 我 们 完成 对 不 可 约 糖 果 游 戏 
的 长 期 行为 的 分 析 . 下 面 结 果 的 证 明 综 合 了 这 篇 文章 
谈 到 的 所 有 想法 . 

定理 了 2 WC(O;D, ,D,,--:,D,;c) 是 一 个 元 位 玩 
家 的 不 可 约 糖 果 游 戏 , 那 么 游戏 是 有 界 的 而 且 它 的 状 
态 将 进入 摆动 的 形式 . 摆动 的 周期 是 玩家 们 的 公共 周 
期 的 一 个 因子 . 因此 ,如 果 游 戏 是 非 周 期 的 ,那么 游戏 
的 糖果 分 布 将 稳定 到 一 个 固定 状态 . 

证 明 Cts e (Z,)" 是 游戏 状态 进入 摆动 形式 后 
的 一 个 状态 . 像 以 前 那样 , 选 一 个 向 量 f e (Q,)" HAL 
条 件 Qf =f MMA IAs, 三 三 ,而 且 对 至 少 一 个 有 
f: =s;, 像 以 前 那样 ,在 游戏 的 特定 轮 用 弱 丰 或 者 严格 
丰 来 描述 玩家 ( 相对 于 问 量 让. 

WR f=s ABA s 是 游戏 的 一 个 稳定 状态 ,摆动 的 
周期 是 1 ,我 们 就 完成 了 证 明 . 我 们 继续 考虑 假设 : 对 
某 个 大 有 si >fe 

我 们 先 证 明 游 戏 是 非 周 期 时 的 定理 . 考虑 严格 丰 
的 玩家 上 ,按照 引 理 5 ,存在 基于 上 的 圈 , 它 们 的 长 度 都 
KFM N. 从 而 ,玩家 上 在 游戏 的 r+ 入 轮 后 永远 是 
严格 丰 的 (推论 10). 因为 游戏 是 不 可 约 的 ,玩家 上 通 
向 其 他 每 个 玩家 . 因此 按照 推论 11 ,在 又 经 过 有 限 多 
轮 后 ,所 有 玩家 永 撑 是 严格 丰 的 . 结果 ,游戏 再 也 不 能 
回 到 状态 s, 这 是 一 个 矛盾 . 因此 一 定 只 有 一 种 情况 : 
非 周 期 游戏 稳定 到 固定 状态 . 

另 一 方面 ,假设 玩家 们 的 公共 周期 4 关 1, 这 时 在 
相应 的 有 向 图 G 中 所 有 圈 的 长 度 被 d 整除 . 考虑 糖果 
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游戏 C(O" ;Di,D,,…,D,;s). 因为 对 原先 的 游戏 的 操 
作 B 作用 在 状态 s 上 ,而 且 对 所 有 “ 稍 后 ”状态 的 操作 
EER O (假设 没有 伟人 ) ,那么 对 新 游戏 ,相应 的 操 
作 恰 好 是 B , 即 左 乘 以 (CO ) ,也 没有 伟人 . 这 样 ,我 们 
的 新 糖果 游戏 CCQ) 的 一 次 迭代 刚好 对 应 于 原先 的 
游戏 从 分 布 s( 不 是 c 开 始 的 d 次 迭代 ). 与 游戏 C(O") 
对 应 的 有 向 图 记 为 GCO’). 
考虑 玩家 i, 我 们 有 

gcd( jl e N: 在 6(C ) 中 存在 基于 i 的 

长 为 1 的 圈 | ) = ged( jl e N: 在 6G(Q) 中 

存在 基于 i 的 长 为 ld 的 圈 | ) = 


a ged( J.) = 1 
d 


这 样 ,游戏 C(O") 是 非 周 期 的 . 但 它 不 一 定 是 不 
TESINE 

论断 ”游戏 C(O") 中 的 所 有 玩家 是 回归 的 . 

为 了 验证 这 个 论断 ,我 们 假设 在 游戏 CCQ") 中 ， 
玩家 1: 通 向 玩家 ), 这 时 在 CCQ) 中 存在 一 条 从 i 到 j 的 
长 为 d 的 某 个 倍数 的 路 . 因为 游戏 C(Q) 是 不 可 约 的 ， 
所 以 在 CO) 中 存在 一 条 从 j 到 i 的 路 . 因为 所 有 的 圈 
的 长 能 被 d 整除 ,这 条 路 的 长 度 也 一 定 是 d 的 倍数 ,从 
而 在 C(O") 中 存在 一 条 从 j 到 i 的 路 ,这 说 明 玩 家 i 是 
回归 的 ,因此 断言 成 立 . 

按照 引 理 2 的 结果 ,我 们 把 玩家 的 集合 划分 为 闭 
的 不 可 约 集 的 不 交 并 . 因为 每 个 子 集 本 身 是 一 个 非 周 
期 的 游戏 ,游戏 C(O") 一 定 稳定 到 一 个 固定 状态 . 这 
意味 着 游戏 C(O) 每 经 过 d 次 迭代 就 回 到 同样 的 状 
AS. 因此 ,摆动 的 周期 是 4 的 因子 . 
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作为 一 个 例子 ,考虑 这 样 一 个 游戏 ,每 个 玩家 把 他 
的 一 半 糖 果 分 给 左边 的 邻居 ,一 半 给 右边 的 邻居 ,如 果 
玩家 数 为 奇数 ,游戏 是 不 可 约 的 ,会 稳定 到 一 个 固定 状 
AS. 当 玩 家 数 为 偶数 时 ,游戏 状态 可 能 发 生 周 期 为 2 的 
摆动 . 为 了 从 另 一 方面 看 清 这 一 点 ,想象 玩家 们 在 迭代 
之 间 交 换 坐 位 , 随 着 分 给 右边 的 一 半 糖 果 一 起 向 右边 
移动 一 个 座位 . 这 种 情况 相当 于 每 个 人 简单 地 把 他 手 
中 一 半 糖 果 交 给 左边 隔 一 个 座位 的 人 . 如 果 围 成 一 图 
的 是 偶数 个 人 ,这 相当 于 分 别 分 析 两 个 不 交叉 的 团体 ， 
每 一 个 一 定 会 稳定 下 来 (但 不 需要 经 过 同样 多 的 和 迭 
IR). 对 奇数 个 人 的 游戏 ,问题 相当 于 1962 年 北京 数学 
奥林匹克 苑 赛 中 描述 的 游戏 , 那 一 定 会 稳定 下 来 的 . 
Alan Lipp 的 游戏 也 是 不 可 约 而 且 非 周期 的 ,因此 糖果 
分 布 会 收敛 到 固定 分 布 . 


关于 记 上 随机 证 阵 的 Birkhoff 定理 


1 3l F 


一 个 具有 非 负 实 值 元 的 n x n Ff 
称 为 双 随 机 和 矩阵 , 如 果 任 何 沿 着 它 的 行 
或 列 的 和 都 等 于 1. 一 个 双 随 机 矩阵 是 泛 
随机 的 ,如 果 治 着 任何 向 下 的 或 向 上 的 . 
截断 的 或 完整 的 对 角 线 之 和 也 都 等 于 1. 
例如 


Ha a ARE 


| — 
一 一 = 一 — 一 一 一 
一 -一 = 一 一 -一 一 一 ~ — 
= 一 一 _— 一 — 
一 一 — — — — 
—_ 一 一 — 一 一 一 一 
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1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 


22 9 16 3 #10 
“ils 0 12 24 6 
14 21 8 15 2 
5 17 4 11 23 
是 泛 随 机 和 定 阵 . | 

一 个 线性 组 合 称 为 凸 的 ,如 果 系 数 是 非 负 的 而 且 
它们 的 和 等 于 1. Birkhoff 证 明了 每 一 个 双 随 机 和 矩 阵 可 
以 表示 成 置换 矩阵 的 凸 组 合 . 关于 整数 矩阵 的 有 关 绽 
果 更 早 些 由 Konig 和 Egervéry 得 到 . Birkhoff 定理 已 经 
以 不 同方 式 得 到 了 推广 ;例如 ,Schneider 得 到 了 天 于 
濡 元 在 格 序 阿 贝尔 群 中 取 值 的 矩阵 的 相应 结 来 . 

Birkhoff 定理 的 类 似 结果 是 否 对 泛 随 机 答 阵 也 成 
立 呢 ? 我 们 的 第 一 个 主要 结果 是 , 当 = 5 时 ,确实 如 
此 . 

定理 1 一 个 5 x5 的 实 和 矩阵 是 泛 随机 的 , 当 且 仪 
当 它 可 以 表示 成 泛 随 机 置换 矩阵 的 凸 组 合 . 

因为 没有 置换 矩阵 是 其 他 置换 和 矩阵 的 凸 组 合 ,n x 
n 双 随 机 和 矩阵 形成 一 个 以 nxn 置换 矩阵 为 硕 点 的 广义 
多 面体 . 定理 1 有 下 列 的 几何 解释 . 

推论 1 所 有 5 x5 实 值 汉 随机 和 矩阵 所 构成 的 集 
形成 一 个 凸 多 面体 , 它 的 顶点 是 泛 随 机 置换 定 阵 . 

Birkhoff 定理 对 沁 随 机 矩阵 的 类 似 结 采 当 n= 1 时 
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显然 成 立 . 我 们 的 第 二 个 主要 结果 表明 ,定理 1 不 能 推 
MAn > 1,n #5 的 情形 . 

定理 2 Wn > 1,n #5, MAGEE Tn xniz 
Biel LA RE , TE AS eZ BL FR A EY SA. 

RIRH Pi Ss AANA: — EY n x n gE 
MEA PR AUZAIM, WR a ae A 的 所 有 行列 ,加 下 的 或 
加 上 的 截断 的 或 完整 的 对 角 线 之 和 都 相等 ,在 这 种 情 
况 下 ,和 的 公共 值 称 为 4 的 约 数 , 记 为 &(4). 域 玉 上 所 
有 nxn 泛 幻 阵 的 集 , 记 作 Pan(n,F) ,是 域 玉 上 所 有 
n xn 和 矩阵 的 问 量 空间 gln, F) 的 一 个 子 空间 . 我 们 用 
N, =10,1, n - 1} 的 元 素来 标记 一 个 n xz 矩阵 的 
行 和 列 . 我 们 用 下 述 的 方法 来 标记 对 角 线 . X k eR, 
只 要 1 +j 三 上 (mod n) ,第 大 条 回 中 的 对 角 线 就 包含 了 
(iF Cis) 的 元 ,而 只 要 i - 7 = k(mod n) ,第 上 条 同上 
的 对 角 续 就 包含 了 位 于 (i,7) 的 元 . 


2 泛 幻 置换 


设 Sym(02,) 是 (2, 上 的 全 体 置换 所 构成 的 群 ,F 是 
一 个 域 . 对 7 e Sym(2,), H P, 表示 对 应 的 置换 算 
EWR i= ml), P, Cif) 元 是 1, 否 则 是 0. 我 们 说 
m e Sym(Q,) 是 一 个 n 阶 的 泛 幻 置 换 , WE P, € 
Pan(n,F). H I, 表示 所 有 阶 的 泛 幻 置 换 构成 的 集 . 
这 些 定义 不 依赖 于 ;参看 引 理 1. 特别 ,如果 下 = 及 , 那 
Ar e Sym(02,) 是 泛 幻 的 , 当 且 仅 当 PP; 是 泛 随 机 的 . 

Wi a e Sym Q), ABA A P, 的 任何 行 或 列 
的 元 素 和 都 等 于 1. 沿 着 P, 的 任何 对 角 线 的 元 素 和 全 
等 于 1, 当 且 仅 当 对 任何 上 e Q RT T) -j= 
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k( mod n) #la(j) +7 = k( mod n) 对 7 e Q, 有 唯一 解 . 
我 们 把 这 些 观察 记录 成 : 

引 理 1 ir ssSym(2 ). 那 么 亏 是 泛 约 的 , 当 且 

仅 当 存在 入 ,p © Sym(2,) 使 得 对 一 切 j e 2,4 
7(]) -J 三 A() (mod m) 

和 
mj) +7 = pj) (mod n) 

设 a 是 一 个 与 n 互 素 的 整数 ,并 设 b 是 任意 的 一 个 
FEIN. 用 ro 表示 2, 的 一 个 置换 , 它 把 j EN aj + 
b( mod n). 这 样 一 个 置换 称 为 Q, 的 一 个 仿 射 置换 , 如 
Rm = Tai, 是 一 个 仿 射 置换 ,那么 我 们 有 时 候 用 已 .v 
来 表示 已. 令 A, 是 所 有 n 阶 仿 射 泛 幻 置换 构成 的 集 . 
下 面 是 引 理 1 的 一 个 直接 推论 ， 

512 ” 设 & 是 一 个 与 飞 互 素 的 整数 ,那么 仿 射 置 
换 m ,,,, IZA, SAMS a +1 Mla - 1 thas n H. 
Zz. 

平方 引 理 1 中 的 同 余 式 ,并 对 7 了 求 和 ,给 出 下 列 的 
Ee 

定理 3 存在 nn 阶 的 泛 约 置 换 , 当 上 且 仅 当 ecd(n, 
hfe 

这 一 结果 已 经 足以 证 明定 理 2 的 一 种 情况 . 如 末 
gcd(n,6) > 1, 那 么 所 有 各 项 都 等 于 一 的 泛 随机 矩阵 
就 不 是 泛 幻 置换 矩阵 的 一 个 凸 组 合 . 所 以 我 们 可 以 不 
必 考 虑 这 种 情况 . 

下 一 步 我 们 来 确定 哪些 nn 满足 了 ,=A,. 设 n=5. 
Use r e I; mH. w(0)=b, WA P, 第 0 列 的 第 5b 个 
元 必须 是 1 ,这 就 迫使 第 0 列 .第 42 行 .第 /条 加 下 的 对 
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角 线 和 第 n- b lal FMT PAAR AS A Ath oc iB il 
是 0. 考虑 剩 下 的 8 个 元 , 即 可 表明 要 么 T = 72,44, 8A 
T= 73,4, 所 以 每 一 个 5 阶 的 泛 约 置换 都 是 仿 射 的 : 
Ti =A; 类似 的 论证 表明 M =A, AM, = A. 为 一 方 
面 77, #~ A, RE n = 13 MH ged(n,6) = 1 
事实 上 ,Bruen All Dixon CAR n EAMH. n = 13 

fi T n 阶 的 非 仿 射 泛 约 置换 . 只 要 nn 是 合 数 ,gcd(n， 
6)=1, 而 且 n 不 是 无 平方 因子 的 ,就 可 以 构造 出 非 仿 
射 泛 幻 置换 . 我 们 构造 Bruen 和 Dixon 例子 的 一 个 变形 
如 下 ,使 其 可 应 用 于 n 是 合 数 而 且 ged(n,6) = 1 的 情 
JÉ. 设 p Æ n 的 一 个 系 因 子 . 定义 S=ike 0,1k= 
O(mod p)} Al T=2,\S. 那么 由 

2x ,如 果 x e sS 

a(x) =| | . 

3x, UR eT 

所 定义 的 置换 7 :02, > Q, 就 是 泛 幻 而 且 非 仿 射 的 . 


3 Kronecker 采 积 和 图 积 


在 这 一 节 , 我 们 考虑 从 已 知 的 泛 幻 矩阵 出 发 构造 
新 的 泛 幻 矩阵 的 方法 . 设 m 和 nn 是正 整数 ,F 是 一 个 
域 . 假设 A,,…,A,, e gl(m,F) AB © el(n,F). 我 们 
定义 一 个 矩阵 (40,…,A,_1) LB e gl(mn,F) 如 下 :如 


来 A, = Lai lijen, All B = E „ABAX i,j E 22, ’ 
r,s e O (lAn Aa) BW (in +r jn +s) oR 


( (A, "iii Apacs ) l i ai io， 


注意 ,如 果 4 E gl(m, F) HWA, (A,=,A)lB=A et 
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其 中 A x BSLA All Bf Kronecker 乘积 . 

定理 4 假设 4,,4,,…,4，，E Pan(m,F) 满足 
p(A,) =A(4) =… =p(A, 1) ,并 设 B © Pan(n,F), 
那么 

(A,,°**,A,_,)?B e Pan(mn,F) 
而 且 
NU(4 4) 0B) =p (Ay) (B) 

推论 2 WRA e Pan(m,F) FIB e Pan(n,F), 
那么 4 xB e Pan(mn,F) Hy(A x B)=p(A)y(B). 

注意 到 车 Aore Aa © Sym(Q,) Mp e 
sym(0,) , 则 已 = (P,P, JUP, EPEN 


阵 : 其 相应 的 置换 7 e Sym(2,,,) 由 
m(jn+s)=A,G)n+p(s) je 2,,5 en 
给 出 .用 (Au,，……, 入 ，)p 来 表示 这 一 置换 六 . 所 有 这 种 


置换 的 族 是 Sym( 02,,) 的 一 个 子 群 , 它 同 构 于 圈 积 
Sym(2,,) ¢Sym(Q, ). 


定理 5 i R pe E = Sym( Q, ) All p ge 
Sym(Q,) ABA (Ags Ani) tp € Hans HENS 


A E ER, Fil p E ET 
WE BA oe = (Ags An) Ue 如 果 Aga a 


E elln, All p € IT, , AIS Z 4k rE FE 4 ,P. = Cre pe 
Py ver, e Pan(mn,F), Alta e Mo 反之 ;假设 


p €17,, H511, FENS e | - 1,1} 使 得 映射 一 
p(s) +&s(mod n) 不 是 从 Q, FI) Q, 的 满 射 . 因此 映射 
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x —ar(x) +86(x«) (mod mn) 也 不 是 从 R 到， 的 满 
Wt LA a (jn +s) +d(jn +s) 三 p(s) +6s(mod n), 
KHE a é Hn 另 一 方面 ,假设 人, g IT, 对 菏 一 个 s E 
N, ABA j— Aj) + 6j(mod m) HNS e | - 1,1 
不 是 单 射 . 对 这 样 的 和 8 ,映射 7 一 六 (mm +s) +8 (jn + 
s)(mod mn) 不 是 从 Q, 到 加 ,的 单 射 ,因此 映射 x 一 
a(x) +8(x«) (mod mn) 不 是 从 Qu 到 02,, 的 单 射 . 所 
VA ar é Manr 

对 和 A e Sym(22,,) Alp © Sym(2Q,) 72 LA xp = 
(A, À)lp e Sym( 人 2 ). 这样 对 je 2,5 E RLA 


(A Xp)(jn+s)=A(j)n + p(s) 

下 列 结果 是 定理 S 的 特殊 情形 . 

推论 3 如果 和 A e Sym( 人 2,) Alp e Sym(Q,) 是 
泛 幻 的 ,那么 入 xp ZIK. 

对 4=[Loejivep € gl(n,F) nex supp A = } (i, 
J) €Q, x Q,) a; 关 0|; 下 一 个 结 采 将 在 引 理 4 的 证 
明 中 用 到 

定理 6 假设 A e gl(m,F),p e Sym((2,),7 € 
Sym(Q,,,) ,而 且 supp P, © supp(A x P,). 那么 存在 
Ao, Ani E Sym(2,,) (BFE = (Ags Ande 


Pp, 且 对 一 切 s e 2,,4 supp P, © supp A. 

WA A= Ledien: iii, e Q,,r,s € 2, 
All w(jn +s) =in +r. 这样 ,P, 的 (in +r, jn +s) 元 等 
于 1 ,所 以 4 xP, 的 (in +r jn +s) TERETE AY. 因此 ， 
ai:(P,),, 关 0, 从 而 p(s)=x. 这 样 存在 唯一 的 从 2, 到 
N, 的 上 映射 Ao,…,A,_ EE on +5) =A (J)n +p(s). 
因为 7 te YT, 每 一 个 A, 必须 是 单 射 ,并 因此 有 
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Ags yAn E Syml d). 

固定 s e Q,, SA =A,. 如 果 P, 的 (i,7) 元 非 零 ， 
ABA A(j) =i, AK wn +s) =A,(j)n + p(s) =in + 
p(s). FFELP, 的 (in + p(s) jn +s) 元 等 于 1, 因 此 
A xP, 的 (in+p(s) ,jn+s) 元 是 非 堆 的 ,从 而 ww 天 0. 
所 以 Supp P, © Supp A. 


4 主要 定理 的 证 明 


定理 1 的 证 明 显然 泛 约 置换 矩阵 的 任何 凸 组 
合 是 泛 随机 矩阵. 反之 ,假设 A e gl(5,R) 是 泛 随机 的 . 
PHA Ape EPL 之 后 的 讨论 ,11; = As = [mael ¢ € 
t U {Ta | d e O,|.Thompson 证 明了 矩阵 
|P | m e as} 张 成 Pan(5,R). 由 此 存在 实数 a, 和 
Bu, 使 得 


4 


4 
A= 2, QP,,,. + > BP ne = 


Go +Byo a; +B, @, +B, Qz +B; a, +B; 

a, +B, a, +B, G2 +Bo Ay +B. as +B, 

Q; +B, Qo +B, Qa +B, a, +8, ay + Bo 

a, tB, a, +Byp ay +B, @ + By ay +B; 
+B, GQ, +B, ay +By Az +Byo a, +P, 

(1) 
如 来 将 一 个 行 或 者 列 的 循环 置换 应 用 到 一 个 形 如 
Pass (XTE, Ponga) 的 矩阵 , 其 结果 是 男 一 个 形 如 
PA( 对 应 地 ,Ps,) 的 和 矩阵. 因此 不 失 一 般 性 ,我 们 可 
以 假定 ao =minja,} 和 Bu =min|B,}. 只 因为 4 iz 
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随机 的 ,还 有 Qo + Bo = 0 和 >, Xe + > (Pa = 1. 如 果 
ao Al By 两 者 都 是 非 负 的 ,那么 (1) 把 4 表示 成 沁 约 置 


A = 2 (Cm, F BoP ia + Ži (Ba = Bo P and 
就 是 所 要 求 形 成 的 一 种 表示 ,如 果 ao < 0, 也 可 以 得 到 


类 似 的 表示 . 


我 们 已 经 在 定理 2 中 排除 了 gcd(n,6) > 1 这 种 情 
况 . 证 明 的 余下 部 分 利用 下 面 两 个 引 理 . 

引 理 3 ”如 果 n > 1 和 ged(n,30)=1, 那 么 存在 攻 
个 泛 随机 的 nxn 矩阵, 它 不 是 泛 纠 置 换 矩 阵 的 凸 组 


Ey 
证 明 7 x 7 Hi 
0 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 0 0 
A=>0 0 0 2 
0 1 0 0 
0 0 0 0 
0 1 1 0 


是 泛 随机 的 . 假设 7 =T a € A, =H1,, Mi AH supp P, CS 
supp A, #hAb=7(0) e 11,2}, AH w(3)=3a4+5b=3. 
WR b = 1, ABA a =3, AK (2) = 0,30 45 supp P, © 
supp A FJA. 男 一 方面 ,如 果 b =2, 那 么 a =5, Ast 
7(1)=0, 同 样 给 出 一 个 了 矛盾. 这 样 引 理 的 断言 当 n=7 


时 成 立 . 


证 明 的 余下 部 分 我 们 假设 n > 7 和 ged(n,30) = 
L; 从 而 n= 11. 注意 到 根据 引 理 2 sT y4] 和 T7 | 是 nn 阶 
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0 


D2 © GO m= @ e 


0 


O - = OC O Q @ 


RGAE Van der Waerden 猜想 


的 仿 射 泛 幻 置换 . 定义 ho = (Pacey + Paya) IB Ac 


是 沁 随 机 的 ,而 且 取 形状 
0 0 1 0 x * 
1 0 0 0 œ * 
0 0 0 | * k 
Ay => ~ 1 0 0 # s+ x 
* 六 X pi 六 六 
考虑 除了 同 在 0 至 3 行 和 0 至 3 列 中 的 元 以 外 都 取 0 值 
HJ n x n ERE 
0 ] -1 0 0 0 
-1 0 0 ] 0 0 
] 0 0 -1 0 0 
A, “+ 0 - | ] 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 = Q. 


注意 到 A, © Pan(n,R) Hy(A,) =0. XA =A, + 
A, ,所 以 4 是 泛 随 机 的 而 且 有 形状 


0 1 0 0 k ~ #* 
0 0 O 1 « = x 
] 0 O O # vw # 
A= + 0 0 1 0 s x 
* * ** $ 六 k 
* $ 来 * 六 $ 


假设 4 是 泛 幻 置换 矩阵 的 一 个 凸 组 合 . 那么 存在 
TEAS or e IT, , 14% 
m(0)=2 H supp P, G supp A (2) 
FR TTR EAE PR EES SP. 
从 (2) 可 以 注意 到 ,我们 有 
(1) e 10.n —2} 7(2) e {3,5},7(3) €e 31,7} 
(3) 
#0, =2,\\0,1,2,3}. WEL e 0,, 那 么 根据 (2) ,要 
Aml) = 21 + 1l(mod n), BA wil) = 21 - 
4( mod n). 定义 Q, 的 子 集 J ,K 如 下 
J=\j © Q,1 r(j) =2j + 1(mod n) | 
K={\k e 0.1 w(k) =2k -4(mod n) | 
因为 7 是 泛 幻 的 , 依 引 理 1 ,我 们 有 
mli) -i # rj) -j(mod n) 内 要 i,j ee O, Hi#žj 
(4) 
进一步 
mJ e J] 且 7 < n=5, 那 么 ] 宇 Se (5) 
事实 上 ,如 果 j |e JA +5 e 大 ,那么 
7T(j) -j = (2j +1) -j= 
L2G +5) -4] - (j +5) = 
m(j+5)-(jJ+5)(modn) 
与 (4) 矛盾 . 由 此 推出 
如 果 k eK 且 k 宇 9, 那 和 k=5ek (6) 
因为 入 形成 2, 的 一 个 剖 分 . 
下 列 命题 (8) ~ (10) 都 从 (4) 推出 
wmn -1 ee J, 那 么 4 €eJ (7) 
如 果 n -4 ee J, 那么 n-2eKk (8) 
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如 果 n 一 3 e ,那么 8 Ee J (9) 
如 果 7 e KAAS eJ (10) 
关于 (7) {Rign-leJMH4 e K. AhAaw(n-1) - 
(n-1) =0 =a7(4) -4(mod n), AIG. KF (8) , 
WwWn-2eJMAn-4eJMIMELRNA 
aw(n-2) —-(n-2) =n —- 1(mod n) 
以 及 
aw(n—-—4) —(n -—4) =n —- 3( mod n) 
(AAR HE (3), BBA w(1) - 1 =n - (mod n) BA 
m(1) -1 =n - 3(mod n), XE TA IA. (9) 和 
(10) 的 证 明 分 别 利用 7(3) Flr (2) 的 值 ,与 (8) 的 证 
AAS. 
我 们 有 
jEetJTR#4 <j) < 和 1 三 1(mod3) (11) 
事实 上 根据 (5) ,只 需 证 明 6 © /为 此 ,注意 到 77(0) - 
0 =2, 因 此 根据 (4) ,7r(6) -6 天 2, 从 而 6 ¢ K. 
此 外 ,我们 有 
n+l 
2 


ek (12) 


F E RS E J, IBA (AS Ln a n 


m(0)(mod n) , AJA. 
我 们 按照 nn BES 的 各 同 余 类 分 别论 证 来 完成 引 理 
的 证 明 . 


情况 1 n = 1(mod 5). 在 这 种 情况 下 了 = 


I (mod 5) Rik) 4H /这 与 (12) 矛盾 
2 


情况 2 n =2(mod 5). 在 这 种 情况 下 到 -1 = 
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| (mod 5) ,因此 依 (11) Ain -1 ee 根据 (7),4 e J, 
mR (CS), HE4 <j <n Aly =4(modn) WAJ € 


n+ 1 
2 


J. Py" = 4(mod 5), e J,53(12) PJS. 


情况 3 n =3(mod 5). RA = 2 ( mod 5), 


从 (12) 和 (6) 推出 7 e K, A m (7) = 10(mod n). 


(EL, WIR | = HA4 <j <nf#lj =1 (mod 5), 


所 以 根据 (11) ,7j e J FFA a (7) = 27 + 1 = 10( mod 
n) ,这 是 一 个 矛盾 . 

情况 4 n 三 4(mod 5). 在 这 种 情况 下 ,n - 3 = 
1(mod 5) ,从 而 依 (11) ,n —3 e .因此 依 (9),8 €J, 
并 因此 依 (5) ,n 一 1 e J, KX n - 1 = 8(mod 5). 由 此 
依 (7) ,4 e J ,并 因此 根据 (5), 只 要 4 <j <n fly = 
4(mod 5), WA i e J. HX n -4 = 4( mod 5) ,我 们 推 
得 n -=4 e J 根据 (8),n -2 e Ki MAH n -2 = 
2( mod 5) ,根据 (6) 我 们 有 7 e K. W(10),5 e J, mH. 
根据 (5) ,只 要 4 <j < nAj =0(mod 5), WAJ e J. 
RHA = 0(mod 5) RIAH e J, 5012) F 
盾 . 

在 每 一 种 情况 下 ,我 们 都 得 到 了 矛盾 . 

引 理 4 ”假设 存在 某 个 m xm 泛 随机 和 矩阵 , 它 不 是 
泛 幻 置换 矩阵 的 一 个 屿 组合, Min 是 一 个 使 得 
gcd(n,6)=1 的 正 整数 . 那么 必 存 在 某 个 (mn) x (mn) 
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泛 随 机 和 矩阵 , 它 也 不 是 泛 幻 置换 矩阵 的 凸 组 合 . 

证 明 存在 一 个 nn 阶 泛 幻 置换 p ,比如 说 p E= Ta. 
在 所 有 那些 不 是 泛 幻 置换 矩阵 的 凸 组 合 的 到 x m i pa 
机 和 矩阵 中 选取 0 元 最 多 的 一 个 ,比如 记 作 A. 那么 根据 
推论 2 ,矩阵 如 =4 x P, 是 一 个 (mn) x (mn) Z BABU 
阵 . 假设 B 是 泛 幻 置换 和 矩阵 的 一 个 凸 组合 . ABZ FE FEAR 
个 mn 阶 的 泛 幻 置换 7 使 得 supp P, C supp B. 依 定理 
6， 存 在 Ags. Ann Ee Sym(,), WE r = 
(Ag. Ani) lp, ATTA s e Q,,,supp P,, G supp A. 


那么 根据 定理 Ag An 是 泛 幻 的 . 固定 某 一 个 

s EQ, , S A =A,, HbA supp P, © supp A. 定义 
a=min}a,,! A(])=i 

我 们 不 可 能 有 a = 1, 50W A =P, E— PIZZA AR 

阵 . 所 以 0 < a < 1, 从 而 ,矩阵 


oe a) 


l-a l-a 


是 一 个 其 0 元 个 数 多 于 4 的 m x mZ EULER. 根据 4 
的 选 法 ,C 是 泛 幻 置换 矩阵 的 一 个 凸 组 合 , 并 由 此 推出 
A =aP; + (1 一 a)C 也 是 泛 幻 置 换 和 矩阵 的 一 个 凸 组 合 ， 
因而 我 们 有 一 个 矛盾 . 所 以 B 不 是 泛 幻 置换 矩阵 的 凸 
组 合 . 

定理 2 的 证 明 ”根据 引 理 3 和 引 理 4, 只 需 证 明 存 
在 某 个 25 x 25 的 泛 随 机 和 矩阵, 它 不 是 泛 幻 置换 矩阵 的 
HHS. 下 面 的 矩阵 


A = x 


i 
2 


Ti RIE ee AL BL TT E 


010000000000 100000000 0 0 0 0 
00010000000 1000000000 0 0 0 0 
1rd000000000000100000000 0 0 0 
00100000000000000 100000 0 0 
0000000000000 1000000 1 00 0 
0010000000 0 0 00010000 00 0 0 
0000010000000001000000 0 0 0 
0001000000000000000 1000 0 0 
00000000000 0000 1100000 0 0 0 
0000100100000000000000 0 0 0 
0 0 1 
I 00000 0 0 
0000001000000000001000 0 0 0 
000000 1001000000000000 00 0 
0000000000000000001 100 0 0 0 
000000010000000000000000 1 
00000000000000000000 101 0 0 
1d000000010000000000000 00 0 
000000000000010000000 1 0 0 0 
0000000001 1000 0 0 0 0000 0 0 0 
00000000000000000000 101 0 0 
0000000000100010000000 0 0 0 
0000000000001000000000 0 1 0 
01000000000 1000000000 00 0 0 
0000100000000000000000001 


te — “SZ BENLE; EAT RARE S| FE 的 证 明 中 那 
FE ,通过 对 关于 maa 和 一 个 非 仿 射 的 谤 幻 置换 矩阵 取 
平均 ,然后 调整 在 0 至 3 行 和 0 至 3 列 中 的 元 得 到 . 假 
设 4 是 泛 纪 置换 矩阵 的 一 个 凸 组 合 . 那么 存在 某 个 02,， 
上 的 泛 幻 置换 7 使 得 zx(0)=2 F supp P, C supp A. 
由 于 元 (0) = 2, 我 们 不 可 能 有 元 (13) = 2, 因此 
7(13) =18. 这 样 7(21) A 18, Att w(21) =4. 还 有 ， 
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并 变换 与 Van der Waerden 猜想 


7(0) 关 17, 因 此 (8) = 17. PRU (8) +8 =0 = 
m7 (21) + 21(mod 25). 根据 引 理 1,7 不 是 泛 幻 的 ,并 
因此 得 到 了 一 个 矛盾 . 
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A 


第 二 编 。” 范 ， 德 瓦尔 登 猎 想 | 


一 道 IMO 试题 的 多 种 证 法 及 由 来 


1984 年 在 捷 殉 斯 洛 伐 殉 举 行 的 第 25 
届 国 际 数学 奥林匹克 的 第 一 题 是 一 道 条 
件 不 等 式 题 . 在 后 来 的 30 年 中 数学 苋 终 
选手 及 教练 和 不 等 式 研 究 者 给 出 了 多 种 
构思 巧妙 的 证 法 并 从 多 个 角度 对 其 进行 
了 推广 下面 我 们 选择 几 种 典型 证 法 及 
推广 进行 一 下 介绍 ,在 介绍 解法 之 前 先 
了 解 一 个 试题 是 如 何 命 的 . 以 下 是 命题 
者 西 德 的 恩格尔 教授 关于 命题 的 一 篇 文 
曹 的 节选 : 

范 . 德 .瓦尔 登 (Van der Waerden) 
猜想 (布拉格 ,1984 ) 

设 $S 是 一 个 nn 行列 的 矩阵 ,元 素 是 
a; S 的 积 和 式 定 义 为 


per( S) = pi Aigi) 226(2) e A ron) 
o 


alk ON 加 
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a 
~a}. 
om N 


磨 光 变换 与 Van der Waerden 猜想 


求 和 遍及 (1,2,…,n) 的 一 切 排列 o. S 称 为 双 随 机 甜 
阵 , 是 指 它 的 每 一 行 元 每 的 和 ,每 一 列 元 素 的 和 都 等 于 
L; 

TE 1927 4F Yh + f e PLIKA SE W : XF FARE ULKE PE 
S ,成 立 看 不 等 式 


| 
per(S) 三 一 
n 


等 号 当 且 仅 当 ay = 一 时 成 立 ,这 里 j=1,2,…,n. 这 


一 猜测 下 到 1984 年 前 不 久 才 被 证 明 . 我 原 想 即使 当 
n =3 时 , 结 末 也 不 会 显然 ,于 是 决心 对 n=3 来 试 一 试 . 
H. Mine 写 过 一 本 叫 $ 积 和 式 》 的 书 , 它 写 在 范 * 德 * 瓦 
AE AS RAS HE YZ BT, TP He BI] n = 3 时 ,猜测 是 解 
决 了 ,但 绝 不 是 显然 的 . 


因此 ,我 是 从 矩阵 
a > a, 
Salb b h 
C G G 
开始 讨论 ,由 于 


l=(a, +a, +a,)(b, +b, + 6,)(c, +e, +¢,) = 
per(S) + 其 余 21 项 
由 此 我 作 了 大 量 的 运算 ,最 终 我 得 到 了 下 列 题目 
“x,y 2ezO0Hx«+y+z=1 
求证 :0 < xy + yz + ax = 2uyz < -> (95 25 Jil IMO 265 1 


wl). 
我 把 这 个 问题 寄 到 布拉格 ,并且 说明 这 是 对 于 = 
3 时 的 范 : fS e 瓦尔 登 猪 想 的 证 明 . 后 来 的 事实 证 明 ， 
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这 个 题目 是 太 容 易 了 ,左边 那个 不 等 式 甚至 是 已 知 的 
试题 ”证明 :0 < yz +x +xy - 2xyz < oe ath 
xz,y,z 为 非 负 实数 , 且 x +y 2 = 1. 
证 法 1 因为 x,y,z 为 非 负 数 ,x +y +z= 1, 至 少 
有 一 个 数 ,比方 说 z < 地. 这 样 ,给 定 的 表达 式 


G = yz + zx + xy — 2xyz =z(x +y) + xy(1 — 2z) 
的 各 项 为 非 负 ,其 和 必 也 非 负 . 对 6 的 最 小 值 ,x,y 中 的 
某 一 个 需 为 1, 另 一 个 需 为 0, 这 样 > 0 

根据 算术 平均 及 几何 平均 不 等 式 有 


x+y S2/xy 
故 
(1 —z) =(x+y) = 4xy 
所 以 


7 7 
G = z7 =2(x +y) + xy(1 — 2z) -77 < 


dey _ yy = 92) -上 
(1 -z) +7 (1 z) (1 = 2z) 57 
证 法 2 AME x > y Sz, Ml 
cea zery 
yz + zx + xy — 2xyz > yz + zx + xy(l — 2z) = 
2i 
xy(I -地 = zxy 20 
不 等 式 的 左边 得 证 ,下 证 不 等 式 的 右边 . 
AY x tysS402=5-0,0<0 <> NU 


xy + yz + zx — 2xyz =2(x + y) +xy(l -2z) < 
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光 变 换 与 Van der Waerden 猜想 


2 
(= -0) (= +0) + 
(二 到 = +20) = 
2 3 
a+ 
2 
ot ~ 2( 9) <- 
_ (3z - 1)*(6z + 1) ams 
108 i 


放 0 < G <5. 当 上 且 仅 当 ==y=z= 村 时 ,G 取 最 大 值 


证 法 3 因为 x+y+z=1, 由 齐 次 多 项 式 的 性 质 
可 知 ,给 定 的 左边 不 等 式 等 价 于 
(x+y +z)(yz+zx +xy) 三 2xyz 
HP «x > 0,y 2 0,z = 0. 
这 个 不 等 式 可 以 直接 从 已 知 的 更 精确 的 不 等 式 
(xty+z)(—+—++) 29 (1) 
xs Yy Z 
中 推出 . 式 (1) 可 以 通过 对 左边 的 式 子 应 用 算术 平均 
及 几何 平均 不 等 式 而 推出 , 且 等 价 于 
(x +y +z)(yz +z% +xy) 三 9xyz (2) 
AS DEAE AST ER PR AC 
k =s ty ti Bye ta + ay TT, = x2 
式 (2) 可 化 成 
Ts 9T: 


给 出 的 右边 不 等 式 6 < J 等 价 于 
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(x +y +2) (yz + 2K + xy) - ayz < O(a +y +2)° 


或 TE aT -34r 
已 知 "最 佳 ”的 由 TT T, 7, 构成 的 线性 不 等 式 为 
T sar T, = of, (3) 


“最 佳 ” 指 如 果 有 任何 具有 下 列 形 式 的 固定 不 等 式 
fs al T -br 


那么 ATT, - 9T, = a 7, -bT, 
特别 地 
AT T, - 9T, > oT, T, - Tr, 


AMFA TT, S OT; ,得 到 不 等 式 (1). 
为 全 面 起 见 , 我们 建立 式 (3). 经 过 一 些 代 数 运 
算 , 式 (3) 变 成 舒 尔 不 等 式 在 n= 1 时 的 情况 
% wm 
z(z—X)(z—y) 宇 0 (4) 
式 (4) 中 nn 三 0,x,y,z 为 任意 实数 . 在 不 失 一 般 性 的 情 
况 下 ,我 们 可 以 假设 x 三 y 三 z. 那么 式 (4) 的 不 等 性 可 
以 从 两 个 明显 的 不 等 式 中 导出 , 即 
ee = pi le— az) S ye — ly ~ 2) 
及 z"(z-x)(z-y) 20 
注 {RAE PE Pa ea Pie H ee i id 
方法 ,这 使 不 少 评委 感到 不 安 . 应 该 指出 , 微 积分 方法 
并 不 在 奥林匹克 竞赛 的 书面 大 纲 之 内 . 尽管 偶然 的 一 
个 苑 完 题 可 以 通过 微 积 分 求解 ,但 这 些 问 题 都 可 以 通 
过 更 基本 的 方法 ,以 更 简单 的 方式 求解 . 当然 ,因为 许 
多 选手 都 了 解 微 积分 且 最 优化 方法 又 是 一 标准 方法 ， 
学 生 们 可 以 运用 它 , 尤 其 当 他 们 在 那 时 还 看 不 出 其 他 
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与 Van der Waerden š} #41 


的 基本 方法 时 . 但 为 得 满分 ,选手 必须 建立 各 种 充分 和 
必要 条 件 . 

证 法 4 不 妨 设 x 三 y 三 z. 由 于 x+y+z=1, 及 
以 


3zSaxt+yt+z=lyzs 


从 而 (因为 x,y,z 均 非 负 ) 


1 
3 


2xyz < Say <= xy 


Te 
0 < yz + zx + xy — 2xyz 
现在 来 证 明 题 中 右边 的 不 等 式 . 我 们 有 


2ysutyseuty+z= 


Ry < VA 


Pi 
所 以 Y 三 m. 


yz + zx + xy 一 2xyz =y(z $ x) ais zx( 1 = 2y) £ 
y(z+x) +zx(l 一 27) + 


= 


y(z +x) + 3(x+2-4) (1 一 
Ly) = 


y( w + 5) + zu -= 27) = 


EPE, +w) 
T a Nd 


p m 


A i 
4 


第 二 编 _ 范 . 德 *" 瓦尔 登 狂 想 


] 
IN i si wilt 
xX Ww S * Z 3 
显然 ytwoytete-yet 
所 以 
yw < (y +w) =o 
4 9 
从 而 
ee ee a eS 
d a 9 e “a 


注 ”在 证 右边 不 等 式 时 ,我 们 采用 的 是 调整 
滨 . 先 将 «,z 调 整 为 卫 ,w =% +z- EE +z4N 


AR Til yz + 2x + xy 一 2xyz 的 值 增 大 . 然后 下 将 y,w 均 调 
EAT 显然 这 一 不 等 式 在 ( 且 仅 在 )* =y ==, 
变 为 等 式 
如 果 用 柯 西 - 施 瓦 效 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 ， 

多 得 

一 + 一 + 二 = (二 ++ 二) (x+y+2z) 29 

x y z © y 
去 分 母 得 

yz + z% + xy 之 9xyZ 

NI yz + zx + xy — 9xyz = 0 
这 比 题 中 左边 的 不 等 式 强 . 


证 法 5 不 妨 设 


sSeyperSTd’wseryt+ 2 =! 


> 


J %,9,%) = ye + ex + WY — 2xyz = 
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下 光 变 换 与 Van der Waerden 猜想 


(x +z)y + (1 - 2y)xz 


AT 1-2y=(x-y) +z20 
iy Hl f(z) 2O 
UAT x > z; 则 
f(x,y,z) < max f(x,y,z) (5) 
由 于 


f(x- e575% te) = 
(x+z)y+(1-2y) (x -e)(z+e)= 
(x+z)y + (1 -—2y)az+ (1 —2y)(% -z-e)e = 
f(x,y,z) 二 (1 一 27)(x -z-ede 
“x > 7 或 >0 时 

— see 0 


对 足够 小 的 正 数 se( 如 取 e = 


f(*% -—eé,y,z+¢6) sana 
“x =y,Hz=OW,1 -2y =0, 此 时 有 


faya) = 550) 2S eae) 
Nowe pka 
l l 
f Eg — €526) 


所 以 总 有 
fa, y2) < max /\ X,Y,Z) 
由 已 证 的 结果 (5) 可 知 
max Sy) Ng) 


所 以 


OS yz + 2x + xy — 2xyz < 57 

上 述 证 明 方 法 称 为 小 摄 动 法 , 如果 所 讨论 的 极 值 

中 数 及 表达 约束 条 件 的 函数 都 是 变量 的 对 称 艺 数 , 则 

极 值 往往 在 各 变量 相等 时 达到 . 对 这 类 问题 ,上 述 小 援 
SS Hs WE EL 

为 了 将 其 从 3 推广 到 ,再 讨论 一 下 n=4 的 情况 . 

i XX 5X, ,Xa EAL x, +a, +4, 4+4,=1 ASEM 
数 , 则 

O Sw wy Hy Ky + Hy 于 yk, Pla, + HX 一 

了 (XIX $M NN + %TW3X4 十 XXX) = 

证 明 不妨 设 x) Sx, Sx, Sx, 宇 0, 并 令 

十 


ie? ee E 5 %q.) = XXa 十 X Xy XXa 十 XX, 
3 
RK, + Bh, 一 7 (Nia + 


X Kah F Ky Nah, F Alaa) 


3 
PEEPS Xa) =X ,%_(1 一 z + %)} F 
3 


3 


2 
由 
] ee +x) (x, Hog, +x,)) +x, 三 0 
:i n° i 
易 知 


大 xy sÑ » 3 8, ) = 0 


又 因 
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光 变 换 与 Van der Waerden 猜想 


(mm = (i1 Err) (an Fe) Faaa + 
Z, 
XX; 一 gA (ur Fag) 2%, Faial + 
x; ) ) 三 


(x, +a) (4%, +43 一 ESPE, + 


2 
3 
XX; + %,%,( l -7 Ue + x;)) 


41x, > x4, 用 小 摄 动 法 ,有 


JAB) SE Xa Mats + 8) = f(s = 
3 

((x, -x -e)e)l - F(X + x) 

由 
3 l 

l -7% +x) = (x, — 3% 十 %3) ) +x 
知 , 当 > (a +) Bey > 0 时 ,对 小 正 数 e 有 

Sy ~ Bs > FR pWo Boats) 


EEE? = S +x,,H x, = 0 hf 


3 
] -5 +x;)=0 


此 时 有 
FRR, 5 Min 5B ee eee 
| e232 os 2 ee a” 
l 1 | 
Ns 813938) 
LE 3 
1(3'3'3 -8,8) < 
] 1 | 
I, E313 T828) 
62 


A\ tratz 5% 5%) SJ 


LOR oe ee 
4°4°4°4 


9 


) = fC x) ,,%5 .%,%) = 


32 


杭州 师范 学 院 的 赵 小 云 将 其 推广 到 n 变量 情形 ， 


Fr x;(i = 1,2,1, m) 为 满足 xi + Big p PP 


负数 , 且 设 


FB ss = my, +o Hw, 


ia, = 1 HE 


x, + 


Xak tees 十 NX + et + 


X 


n—In 


n— | 
=———~( (Ekia, FH RM, boos + 
n—2 J i 


F %, hat, b> + 


Nila) E INAN + wata Hrs +H 


Kag IE n + XN NaNs 十 =a 
NaN be? F eH R 


X 2% 1%, ) 


t= 


则 有 
0 < fm 4% 5°°° xX ) = l — 
n 


3 92 


证 明 ”不妨 设 % Sw, Sos Sx 


fl x, 9X4 ; Ky) = 


oo 


BETO. 


n=-l< n= lie 
es, me (| “a Dee + wxa(l a dye + + 
TE C4 = = — a + XX, uo 
n—2 
E ie oe i 
ğa l = wer PLL + %5%,4(1 一 2 2%) ef + 
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光 变 换 与 Van der Waerden 猜想 


em al] A L) + 45%, +e + 
n=2 - 
— ] 
> AS. E I on) + E 
由 
n-li% l x 
T aa yg? te BO 


等 易 知 
f(x, E ALTE >0 


> %; > X ,由 于 


n-li 


Nist 5%) = (SB, F) > % + XIX, + 
j=2 / 


ip =z 
iAj ph kFi 


用 小 摄 动 法 


Sx, i J 十 E) — f(x, E S N. = 


elx- x, -e)(1 T 
n = 1S i & 
] -i = y= (* a 34%) + X, 
=e SYET > 0 时 
= 
] Ee 一 > 0 
n—2 ? 


第 二 编 


对 小 正 数 & 有 


f(%, = € 5% ss NN te) > f(x 


m ly 
当 % =>) % Hx, = E] 
, j=2 


HERP SE i i 


l = 
a— l'm- 1" ja] = 


N; : E ope) - 


A; : ln i p - 6,6) i 


a i S 
on | 一 向” =p p= ] 


所 以 


2 l n— la | 
G3 = GC 2 = 
# 7 2 
l ] l l so 
—( 1 =- — Ts _., sa ¥* 
pil fo) a. 
l 


证 法 6 因为 


4 3 2 . 2 2 
sina + cos a =1,sin B + cos = | 


所 以 


，。 六 2 2 2 N, 
sina * cos B + cos @ * cos B + sin’ El 


se ] 
又 据 题 意 ,不妨 设 z < aoe 


- 2 2 2 
x = sin a * cos B,y = còs a 


è cos B 


z=sinB,0° <B < 45° 


则 


多， ) 


交 变 换 与 Van der Waerden 猜想 


xy + yz + zx — 2xyz = xy(l =z) +z(X+Yy 一 Xy)= 
sina * cos a * cos’ B + sin B ° 
cos (1 - sinřa * cosa 。 
cos B ) > 0) 

x 

xy + yz + zx — 2xyz = 

xy(1 = 2z) +z(y+x)= 


~ 9 2 4 1.3 
sinq * cos a@ * cos B + cos 2B + qin 2B = 


qain’2a . z | + cos 2B) cos 2B + = 1 一 cos 28) < 


] dry anai = 
TAS + cos 2B) cos 2B + a (i Gas p) = 


3 + 35(2cos 2B(1 - cos 2B) (1 - cos 2B)) < 


“% AIM B =30°,a =k: 180° + 45°(k e Z) 时 ,等 号 
成 立 . 
北京 联合 大 学 的 不 等 式 专家 石 焕 南 教授 和 兽 探 求 不 
等 式 的 概率 证 法 ,未 能 委 效 ,但 发 现 不 等 式 的 如 下 等 价 
形式 
O<(1-x)(l-y)(1l -z) -xyz < 


] \ E 
E a (6) 
由 此 考虑 到 它 的 高 维 推广 : 
Hre HE (x) =1, 


0 = To — x;) - JĮ» < 
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TS Ly” 
(1 -一 | = ba (7) 
并 且 利 用 逐步 调整 法 证 得 上 式 ( 文 草 于 1994 年 发 表 在 
《湖南 数学 通讯 》 上 ) ,进而 将 式 (7) 引申 至 初等 对 称 
设 x e R, HE (x) = 工 则 
0<E(1-x) -E,(x) < 


sk th he | 
df- w 
石 焕 南 仍 用 逐步 调整 法 证 得 式 (8). (1996 年 在 全 
国 第 三 届 初 等 数学 研究 学 术 交 流 会 上 交流 ) 进一步 又 
考虑 了 指数 推广 并 引入 参 变量 ,得 到 
定理 1 设 xeR, 有 日 E(x)=1, 则 
CY 


‘ao iym TT 
rii -a l 
HEHn >23, r >11, >1,k=2, n 0s AÀ S maxil, 
(n= 1) 5}. H k= 1 ESCO) AmC) - 
l. 
此 定理 可 参见 《北京 联合 大 学 学 报 》( 目 然 科 学 
版 )1999 ,13(2):51-55. 此 时 用 逐步 调整 法 证 明 式 (9) 
失效 , 现 用 控制 方法 证 明 : 
UE HA Xk > nn 时 ,规定 C*=0. 记 0=1xlx Ee 
R; E(x) <1) ,考虑 人 上 的 函数 
p(X)=E(l —x)— AE(x) 
利用 
E) = xE almsan) eB (10) 
可 算得 
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光 变 换 与 Van der Waerden 猜 相 


PPLE EF x) EL - ays =) 4 
x 


AEC (x)E,,(%, se ya) ] <0 
lye 所 0,i=2,…,n, 故 g(x) 是 QQ 上 的 减 函 数 . 
利用 


E(x) = Epaia ) +X, + BE, (Ws) + 


BA Sy 9 *** 9%.) (11) 
可 算得 
a, - xz) (9202) _ dete) 2) == =p] s 
Ox OX, 


[E = {tl = ==.) = 
NET" (x) Eyo(%,,°°°,*,) | 
HCL) MLESAK PS, i olt) EQ ENS = 四 
PRAM. A x a S 1 Wyse PRA y(x) = p(x") 亦 是 
Q EKJS- leg a, MA Ti ea 
(二 = L) x fm, ee) < ED, 0 


` ’ 
IL n 


pf = ils, 0 


即 式 (9) 成 立 . 

A he a Seg WT OE Ce) WHR E; (x) 有 如 下 
类 似 的 不 等 式 成 立 : 

猜想 1 ix e R',n>=2,E (x) <1, WMX F 
k =1 wer ns 有 有 


EO =a) - B(x) = [=D] = 他] 


ck 
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En 


3 


范 ' 德 .瓦尔 登 猜 想 


海宁 电大 张 小 明 ,李世杰 于 2007 年 考察 了 与 初等 对 称 
ph Ae AAA S - 几何 凸 性 ,得 到 如 下 结果 . 
定理 2 设 n 宇 3,2 <k<n-1, W] E(x) - 
E(xX)En(xX) 是 Ri EBS- 几何 本 函数 . 
WEAR ik x = (43,x,,°°°,%,), 4n S3,k =2 1 
f(x) = E(x) - E,(x)E,(x) = 
[xix + (x, + x4) Ei(X) + E(w)] = 
E(x)[ (x; + x)E (x) +xx E(x) + E(x) ] 
故 


GAZ? = aL aye, + (x; + x,)E,(x) + E(x) | ` 


(9 + E(x)) — | (x, +x) E(x) + 
AA AED + E(x) | 一 
E(x) (E(x) + x)E,(x)) 

P 2) aL 2,2, + (x, +%,)E (x) + £,(x)] - 
(xx; +",E,(x)) -—[ (x, + %)E (x) + 
wB lx) + E,(x) ]% = 
(wi + % + E\(x)) (x, E(x) + xE (x)) 

所 以 


“2 ax, 
(In x, — In x)(x, ae 
[ww E (x) + (x, + x, ) (2E(x) 一 
2E,(x)) + E,(x)E,(x) = E(x) ] 
H Er) = E(x) 和 E(x)E,(x) > E(x) 和 
(In x, = ln x, (a = a x, L) = 0 


“2 ay, 


(ln x, — ln x, (m5 af _ wy 2L) = 


AXT F n >3,k=2, EMH 1 m 
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当天 三 3 时 (此 时 nn 三 4) 
到 
OX 
Bin oh Ens" a) Brel X) = 
HEE Ey (my sss, ) 
ð 
Ki af = rb | Erl Ea A — 
X 
Rb ol my ss Fb (He) = 
Vib CE) Bk Wa, Wi) 


m OLE ORE S : 


XE, %, 2X), ) Ey. (¥) — 
Wb E DN E TELLE 


所 以 
(In x, -— In xy) (x, 2 - x, AL) = 
Ox, ~ OX, 
(In x, -Inx,)(%, —x,) + A(x) i 13) 
其 中 


AX) =2ZEAX)E, (x) - E, (NE, CX) = 
EA) EL) = 
2[ (x, +%) EE, (x) + 
Xj XE, (x) IE, (mR) — Ex) 
[ (x; $F a) BR) +E; (x)| - 
[ (a, 4 % BE, (RX) +%% BE, (x) E(x) = 
ww, (x) EB, (x) = E,.,(x) EAx)) + 
(2, +e, jE (x) -#,.(x)£1x)) (14) 
Ma AE (x) 11 ck <n -2| 为 对 9 MBA, 
E, (RYE, (2) = BE (NYE (FE) 20 
下 据 式 (13), 式 (14) Al 
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(In x, = In x)(x,  ~ x, ŽL) =0 


"~ 
OX ~ OX, 


故 对 于 上 三 3, 定理 1 也 为 真 . 定理 1 证 毕 . 


定理 3 设 n 宇 3 .2 过 n=1,G(x)= 


则 
g(x)= E(x) — E(x)E.(x) 一 
[Ca ”一 Ce Ca IENE) 
是 R” 上 的 $ -几何 凸 函 数 . 
证 明 其 实 我 们 不 难 证 明 
(In x, — In x) (wig1— X82) = 
(In x, — In x,) (xf - xfa) 
Hp f Wile BE 2 所 设 . 此 时 不 难 知 定理 3 为 真 . 


推论 1 C(x) = [fe 
aed 


E(x) — E (x) * E,,,(x) = 
eee ye n | CF tex) (15) 
WERA 根据 (ln G(x) ,---,In G(x)) < (In xi， 
In x, ) 和 定理 3 知 
FUG). G(s) SAN 
即 式 (15) 成 立 . 
与 定理 3 的 证 明 相 仿 , 可 证 得 


定理 4 当 1 <k < 时 ,R(x) - 


B,_1(xX)Bin(X) Æ R, 上 的 S$ - JLi eae 

注 ”2010 年 11 月 23 A, 张 小 明 来 信 讲 , 发 现 
Er(x) = Epal) Eru (x) M Bi (x) 一 Brax) Brak) 
在 R! EM S- 凸 性 ,S$ -= VAR PERAE. 
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Bytare Van der Waerden 猜想 


定理 5 in =2KnSH3,MIMF2<k-1 < 
k<n,P,_\(x) — P(x) 是 5 -几何 是 函数 
前 儿 个 结果 发 表 在 《 四川 师范 大 学 学 报 》 上 . 最 后 
一 个 发 表 在 《Pure and Appl Muth》 上 . 
商 开 大 学 数学 系 李 成 章 教授 在 《中 学 数学 范 赛 专 
题 讲座 》( 续 一 ) 中 给 出 了 男 一 个 证 法 . 
证 法 7 因为 
KY È XYZ, yZ 之 XYZ,Z% 之 Xyz 
所 以 第 一 个 不 等 式 成 立 . 
为 证 第 二 个 不 等 式 , 让 我 们 来 求 函 数 
f(x,y,z) =yz + zx + xy — 2xyz 
EHE x SO,ySO,z SO x+y +2 Bs 1 上 的 最 大 值 . 
Fkt EE, FÆ tyl -zx 也 为 定 值 ,问题 化 为 求 函 
数 
g(x,y) =xy — 2xyz = xy(1 = 2z) 


的 最 大 值 . 容易 看 出 , 当 z < 时 ,函数 g. 于 x =y 时 取 


最 大 值 ,特别 当 z < 时 ,g. 仅 当 x =y 时 取 最 大 什 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x 三 y 三 z. 硅 x,y,z 不 全 相等 , 必 
为 下 列 情形 之 一 : 
(ile > y > 23 
(i)e > y=; 
(Hua =y > 2 > 0: 


(iv)x =y => 0. 


由 前 段 论 证 可 知 , 在 (i) 和 (ii) 两 种 情形 下 ,f 不 可 
能 取得 最 大 值 . EB Gii) 种 情形 下 ,y z < 六 , 亦 
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BIL 5-50) 不 是 最 大 值 . 可 见 当 *=yY =z 时 v/ 取 最 大 
值 ,这 时 


1 | 7 
He 
这 就 完成 了 第 二 个 不 等 式 的 证 明 . 

湖南 省 娄底 师 专 的 杨 克 昌 对 此 题 又 进行 了 进一步 
的 研究 ,他 发 现 : 

把 这 着 题 中 xyz 项 的 系数 - 2 改 为 - 3, 即 成 为 北 
京 大 学 招生 办 与 《中 学 生 数 理化 》 联 合 举 办 的 1991 年 
数学 通讯 完 的 第 6 题 ; 

x,y,z 为 非 负数 ,上 且 z*x +y+z=1, 证 明 :yz + zx + 
xy —3xyz 的 取 什 范围. 

这 一 系数 的 变更 很 精巧 ,也 很 有 局 发 性 ,考虑 把 郴 
RRP xyz 项 的 系数 一 般 化 为 实数 入 ,相应 函数 的 取 值 
范围 如 何 确定 呢 ? 这 是 一 个 有 趣 的 ,也 容 匈 出 销 的 问 
el. 对 这 一 拓展 ,我 们 得 到 : 

定理 ” 设 x,y,z 均 为 非 负 数 , 旦 满足 x+y+z=1， 
和 A 为 实数 ,对 于 函数 

f=xy + yz + zx +Axyz 
ZA <-9, 
A +9 
27 


4 
4 


<f< 
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weart Van der Waerden 猜 相 


证 明 首先 证 /的 下 限 值 , 因 
f=xy + yz +2x + Axyz = 
(5 + 人 z) (xy + yz + zx ) + Axyz = 
2 2 2 2 ? 7 
GYFLEON EYF (À + 3 ) xyz 


由 平均 值 不 等 式 有 


2 2 2 2 2 2 
R\y+uxzt+yzt+yuxt+zx+zy S Oxyz 


f= (A +9) xyz 


yer=a—HA =- 9. 


(2) 4A <-9WA +9 < 0,4 RA xyz < 
at+y+z)°_l y 
(SS) =a7 


(A +9)xyz = A 


A +9 
Bf f= a 


当 目 仅 当 *=y =z = 二 时 式 中 等 号 成 立 . 
然后 证 让 的 上 限 值 
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9 


(1) 2A 3 


注意 到 l+Az=0 
及 94 aCi +a) =0 


siz dsa Sal 
SARS A = 7 =3 


f= LY + ya + 2 + ABS = 


(x+y)z+ay(1+Az) S 


(æ + y)z + (ZH) (1+Az)= 


上 式 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 x =y=z= = 


:中 一 个 为 零 , 男 两 个 各 为 六 - 


(2) A <- h, ays > 0, 则 


AWyz S- 2 eyz 


fray +yz + zo + Ansys S xy +yz + zx = 


15 


IN ,不妨 设 x Sy Sz,Mz< 


PSs Mw, TE 


MA = 


Wo | 


xz 


4 


上 


Ys 


光 变 换 与 Van der Waerden Ff 48 


同时 ,由 以 上 (1) PRA =- 2 8 


i = a aL 


于 是 得 fez 
式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 x,y 中 一 个 为 零 , 为 两 个 各 
为 

综 上 ,定理 得 证 . 显 见 ,上 述 IMO 竞赛 题 为 A =- 
的 特例 . 

HEM A =- 3, 即 得 

0 < xy + yz + 2x -3xy2 < 7 

ROME CRR TA SE LY ASR. 

Bll 取 A==-10, 由 定理 得 :x,y,z WIEHE, xX + 
y+z=1, 则 


-37 < yz + zx + xy — 10xyz < 
例 2 设 x,y,z 为 非 负数 ,满足 条 件 x 
求证 


se 
4 
十 》 =2., 


+ zx = 2xyz < | 


z: 满足 定理 条 件 ,由 定理 取 


IN 


cs 
4 


0 < xy + yz + zx — 2xyz < | 


iE IMO 试题 来 说 能 有 如 此 多 的 证 法 和 如 此 
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第 二 编 ” 范 : 德 : 瓦尔 登 猜想 


多 个 角度 的 推广 与 加 强 , 使 我 们 不 能 不 关心 此 试题 的 
月 景 : 

这 道 试题 是 由 联邦 德国 的 数学 奥林匹克 领队 A . 
恩格尔 命 的 . 由 前 文 据 他 著 文 讲 这 个 试题 是 他 在 推导 
组 合 数学 中 的 范 ' 德 . 瓦尔 登 猪 想 时 ,得 到 的 副产品 ， 
而 范 ' FE + 瓦尔 登 猜 想 在 20 世纪 被 出 乎 意料 的 证 明 ， 
网 具 戏 剧 性 , 后面 我 们 将 借 美国 数学 家 Henryk Mine 
为 美国 海军 研究 办 公 室 资助 的 一 项 工作 来 介绍 范 ， 
(E+ 瓦尔 登 的 积 和 式 猜 想 的 证 明 . 

H. Mine 教授 早年 就 恋 于 办 格 兰 爱丁堡 大 学 ,并 获 
得 博士 学 位 , 曾 在 美国 加 州 大 学 圣 巴 巴 拉 分 校 任 教授 ， 
他 在 线性 代数 及 和 矩阵 领域 建树 颇 多 , 发表 论 著 多 部 , 论 
文 100 余 篇 . 在 国际 上 很 有 影响 . 

1987 年 他 将 在 位 于 加 州 大 学 圣 巴巴 拉 分 校 和 位 
于 海 法 的 以 色 列 理工 学 院 讲授 关于 非 负 和 矩阵 的 课程 讲 
义 写 成 一 本 书 . 我 们 在 编译 时 参考 了 杨 尚 骏 、 卢 业 广 、 
杜 吉 佩 的 译文 . ， 


PS ARH Van der Waerden 狂想 


非 员 证 阵 的 结构 性 质 


or aE 


1 (0,1) — 4, Rj Ñ 


FAC ATT Ek EF LIK ths A A 
而 害 的 非 负 和 矩阵 的 那些 性 质 . 从 这 一 
观点 来 看 , 非 负 和 矩阵 本 质 上 是 由 两 种 
类 型 的 元 系 组 成 的 长 方 阵列 . 在 大 多 
数组 合 的 应 用 中 , 特别 是 当 为 了 计算 
目的 而 应 用 积 和 式 函 数 或 别 的 一 些 组 
合 和 矩阵 函数 时 ,用 0 和 1 来 代表 这 两 类 
元 素 是 方便 的 . 其 每 类 元 素 不 是 0 就 是 
1 的 矩阵 称 为 (0,1) - EPE. 

i S, yt, 是 nn JCE S = {Xi 


x| 的 一 些 子 集 ( 不 必 相 异 ). 令 4 = 


(a;) 是 mxn 的 (0,1) -和 矩阵 ,其 元 素 
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SY + FR + 瓦尔 登 猜想 


EXN a, = 1,4 x, e Sra; =0,4%, E So HAA HK 
为 子 集 组 态 31;…,5, WRI. 一 旦 % eS; ARE 
顺序 . 关联 矩阵 就 由 组 态 唯 一 确定 ,反之 也 一 样 . 

关联 矩阵 的 定义 也 可 专门 用 于 表示 关系 , PR, 
图 . 集 的 交 等 等 . 

定义 1 ES, Sn 是 nn 元 集 5 的 子 集 , 如 果 s, es 
S(i= 1,…,m), MEK S 的 m 个 相 异 元 系 的 序列 
(Sis Sn) 组 成 组 态 8 ,…,S; 的 不 同 表示 序列 .( 简 
记 为 SDR) 

子 集 的 组 态 或 许 有 或 许 没 有 SDR. 确定 已 知 组 态 
有 没有 和 有 多 少 个 SDR 的 问题 在 组 合 学 中 有 相当 的 
兴趣 . 

例 1 (1)4 TRX = {fitnt n] MTE X = 
| iy yin | Aia = Thy Man Mal og = (My plal aha = [Myo Me, 
“| 的 组 态 有 4 个 SDR.(%i ,ws sta) (Wi ,a Xo 5%) ， 
《人 

(2)5\ Foe S = fS ai 58558585) 的 四 不 子 集 ,8 = 
S; = S; = 182,54} ,S; = S 的 组 态 没 有 SDR AA S, U 
S, US, 仅 含 有 两 个 元 率 , 故 子 集 S S, AS, 不 能 用 三 
WAS [rl IG He. 

对 已 知 子 集 组 态 的 SDR 确定 其 存在 计算 其 个 数 
问题 可 方便 地 用 关联 矩阵 来 分 析 . 

WA = (ar) fen IOS |x, t] 的 村 集 9 Sa 
CHK Aa Me. 如 采 组 态 有 SDR ,显然 ,m < n, 且 存在 一 
个 1 一 1 对 应 o:|11,…,m| 一 > 11,…,n} 使 得 


由 关联 矩阵 的 定义 得 


麻 光 变换 与 Van der Waerden 猜想 
因此 ,组 态 有 SDR 当 且 仅 当 存在 一 个 1 -1 对 应 oa 使 得 


IELI = ] (1) 
SDR 的 数目 与 使 式 (1) 成 立 的 不 同 的 1 - 1 对 应 e 的 
数目 相等 . 也 就 是 等 于 


T [acu (2) 
其 中 求 和 是 对 从 11,…, 到 | Bil, 的 一 切 1 -1 
对 应 进行 . 
定义 2 RA = (aj) 是 元 素 为 复数 或 实数 的 m x 
n ERE, m <n, A 的 积 和 式 定 义 为 


Per(4) = ¥ Taos) (3) 


这 里 与 式 (2) 中 一 样 ,对 一 切 1 - 1 对 应 o 进行 求 和 . 
m =n 的 特殊 情形 是 尤为 重要 的 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 
用 per(A) ,代替 Per(4) ,这 样 一 来 ,如 果 A =(a;) 是 nn 
阶 方 阵 , 则 


per(A) = bj [hao (4) 

关于 子 集 组 态 的 SDR 存在 性 及 SDR 数目 的 结论 

可 用 积 和 式 的 术语 重新 描述 如 下 :组 态 有 SDR HAX 

当 它 的 关联 矩阵 有 正 积 和 式 . 一 个 组 态 的 SDR 数目 等 
于 它 的 关联 矩阵 的 积 和 式 . 

方 阵 的 行列 式 函 数 与 积 和 式 函 数 定义 的 相似 性 是 
相当 明显 的 . 事实 上 , 积 和 式 具 有 的 茶 些 性 质 与 行列 式 
的 类 似 . 

定理 1 iA tiem xn film <x. 

(1)4 的 积 和 式 是 4 的 行 的 多 重 线 性 函数 . 

(2) 如 果 mm=n, 则 per(A')= per(A). 


80 


(3) 如 果 P 了 和 QQ 分 别 是 m x m 和 nn x n ARIE, 
则 
Per( PAQ) = Per(A) 
(4) WR D 和 G 分 别 是 m xm FIn x n XAH, 
则 
Per( DAG) = per(D)Per(A)per(G) 
这 些 性 质 都 是 积 和 式 定义 的 直接 推论 . 
下 一 定理 类 似 于 行列 式 的 Laplace 展开 定理 . 
定理 2 设 A=(a;) 是 mx n F(4: .m<n,Ha 
是 Q, n 中 的 序列 , 则 对 于 r < m 
Per(A) = >, Per(A(al@))Per(A(alw)) (5) 


wel rn 


特别 地 ,对 任意 的 i,l <i <m 
Per(A) = >》 a,,Per(A(i| t) ) (6) 


“4m =n 时, 成立 按 列 展开 的 类 似 公 式 . 
证 明 ”考虑 4 的 元 素 为 不 定 元 . 对 于 特定 的 w < 
Q Alal w) WERE r! 个 对 角 线 乘积 的 和 ,A 


(alo) 的 积 和 式 是 (” “] Cm =- )! 个 对 角 线 乘积 
m--r 


的 和 . ACal w) 的 对 角 线 积 乘 以 4(al w) 的 对 角 线 积 
是 A 的 对 角 线 积 . 于 是 , 对 于 固定 的 w,Per(4(a | 


w))Per(ACalw)) 是 4 的 rl ("n= 个 相 


iL. = F 

异 对 角 线 积 的 和 . 此 外 , 对 于 不 同 的 序列 w, 得 到 不 同 

的 对 角 线 积 . 现在 注意 在 0,, 中 有 | “] 个 序列 ,因此 . 式 
r 


(5) 的 右边 是 
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BY: Us fii Van der Waerden 猜想 


oe Goe- (e 
个 这 样 的 对 角 线 积 的 和 , 即 4 的 所 有 对 角 线 的 和 ,从 而 


与 有 Per(A) 相等 
对 于 积 和 式 的 更 广泛 研究 见 专题 论文 [24]. 


2 Frobenius-Kinig 定理 


KTHE [ee HY SEAS 25 OR A Wr y Frobenius — 
Konig 定理 , 它 首先 由 Frobenius 获得 ”.1915 年 Konig 
用 图 论 的 方法 给 出 了 定理 的 初等 证 明 “.1917 年 
Frobenius 用 初等 的 方法 再 次 给 出 定理 的 证 明 ”. 
Frobenius 和 Ksnig 关 于 他 们 对 这 个 结果 的 页 献 大 小 问 
题 , 曾 展开 了 激烈 的 争论 ( 见 [16]). 我 们 不 打算 对 这 
个 问题 做 任何 判决 ,而 宁愿 把 这 个 绪 末 (下 面 的 定理 
3) 就 叫做 Frobenius-Koénig 定理 . 

Frobenius-Konig 定理 告诉 我 们 对 *n x 和 矩阵 行列 
式 的 展开 式 的 项 ”每 个 都 为 零 的 必要 充分 条 件 是 该 窍 
阵 含 有 s xt EPEE, s +1=n+1. 我 们 对 积 和 式 的 项 
重 述 此 定理 并 把 它 推广 到 长 方形 矩阵 法 . 

定理 3 mxn EEE m <n) 的 积 和 式 为 去 当 
目 仅 当 该 矩阵 含有 xt PTEE, + 上 = + 1. 

WEAR Am xn Fl4 ym 三 ,假设 A(al B)= 
OaeQ,BeQ, As t+tt=n+ 1. WFR A(al 
ln) BARA n-t=s-1 PAESS, ATT 
s xs FHIMA(al w)o e Q, ASM. 换言之 ,对 每 个 
w c Q, Per(A(al w)) =0. 如 果 s=m, 则 结论 显然 
成 立 . 如 果 s < m, 则 由 定理 2 得 
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Per(A) = > Per(A(al w)) 


Per(A(alw))=0 
反之 ,假设 = (a;) 是 砚 XxXn 和 矩阵 ,mn sn, H 
Per(A) =0, 3R TXT m 用 归纳 法 . 4 m = 1,0 A UEF 
FEE itm > 1, 旦 对 所 有 行 数 小 于 mm 的 其 上 定义 积 
和 式 的 矩阵 定理 成 立 . WRA =0, 则 没有 什么 可 证 的 . 
MBAR A HAS TAED CR a,,, 但 是 由 于 0 
Per(A) Zap x Per(A(h| k)), WMH Per(ACh 1 k)) 
0. 按 归纳 假设 , 子 和 矩阵 A(h1 k) 含有 p xq ETE, 
p+q=niP MO 是 置换 矩阵 ,使 得 
PAQ = [ 
O Z 
Herp X JE(m—-p) xq,Z dbp xp. W m-p s< q4, ii 
O = Per(A) = Per(PAQ) > Per(X) per(Z) 
Pa ite, ak Per( X) =0 BY per(Z) =0. WMR Per( X) =0, bli] 
FF UA Ai, OY LAHES X A u x v EPERE X = 
(i, i | jyye ai) uw +o =q 4+ 1. TÆ PAO, Mili A 
含有 一 个 (w +p) xv ETER, 那 就 是 , (PAQ) 
(i, iť m-p+l,m-p+2,=,ml j, J, ) JFR. 


II 


(u+p) +v=p+(ut+v)=p+qtl=anesil 
如 采 per(Z)=0, 证 明 类 似 . 

例 2 (“PAE”) 在 一 群 n 个 男孩 和 nn 个 女孩 
中 ,每 个 男孩 认识 上 个 女孩 ,每 个 女孩 认识 大 个 男孩 ,证 
明 : 有 可 能 安排 n 对 舞伴 的 一 次 跳舞 ,使 得 每 个 女孩 仅 
与 她 认识 的 一 个 男孩 跳舞 . 

证 明 令 4 是 这 样 的 一 个 nxn 和 窍 阵 , 如 来 第 i 个 
男孩 认识 第 7 个 女孩 , 则 4 的 (i,7) 元 系 为 1 ,否则 为 0. 
于 是 4 的 每 个 行 及 每 个 列 和 都 为 我 们 必须 证 明 
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per(A) > 0, 即 存在 4 的 一 条 正 对 角 线 ,这 是 因为 每 条 
正 对 角 线 都 能 决定 关于 鲜 伴 的 一 个 允许 的 安排 假设 
不 是 这 样 , 则 per(A) = 0. 于 是 按 Frobenius-Konig 定 
理 ,矩阵 4 含有 p x gq SHI p+ q an +1, Mitte 
FE ARAL: P AI Q, HEA 

X Y 

PAg =((, z) 
HPXÆln-p) xg,Z 是 p x(n -q4).&0o(M) 表示 
KE ME M 的 所 有 元 素 的 和 , 则 ex(P4O) = 0 (A) = nk, fF] 
Eo (X) =qk,o(Z) =pk. 这 是 因为 ,和 含有 PA4Q 的 前 
4 列 的 所 有 非 堆 元 系 ,Z RA PAQ 的 后 P 行 的 所 有 非 堆 
To FR ,因此 | 
nk =o (PAQ) >a(X) +a0(Z)= 
gk +pk=(pt+q)k=(n+1)k 

这 是 一 个 矛盾 ,所 以 4 的 积 和 式 是 正 的 ,由 此 得 
证 ,跳舞 可 以 按 指示 的 方式 作 安 排 

定理 3 可 推广 如 下 : 

EI 4( Koning’) m xn Elm <n) 的 每 条 
对 角 线 至 少 含有 天 个 去 的 必要 充分 条 件 是 该 矩阵 含有 
s Xi 才子 定 阵 ,s ¢taon +h. 

证 明 把 和 4 扩大 成 一 个 mx (n +k - 1) 矩阵 
B=(A;J) ,使 得 B 的 前 ni 列 构成 矩阵 A ,其 余 的 列 构成 
一 个 m x (k- 1) EEJ, EN —YDCR AAS. 假设 
4 的 每 条 对 角 线 至 少 含 有 8K 个 零 MM BY BEART FE 
含有 一 个 零 . 这 是 因为 ,B 的 每 条 对 角 线 至 少 有 m- 
(k-1) FERRATA Xm - (k-1) TURSA H 
一 1 个 别 的 元 素 一 起 构成 至 少 含有 上 个 零 的 A 的 对 角 
线 . 因此 , 按 定 理 3 EE BRA s x tS PMs + 1 = 
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(ntk-1)+1=n+k 显然 , 它 必 位 于 A 中 . 

反之 ,如果 4 含有 s xt BPMs +t =(n+k- 
1) +1 =n +, 则 按 定理 3,B 的 每 条 对 角 线 至 少 含有 
AF. 由 此 可 断言 4 的 每 条 对 角 线 至 少 合 有 上 个 窑 ， 
这 是 因为 ,如 果 4 的 对 角 线 含有 t 个 零 元 系 ,t 一 1， 
则 该 对 角 线 的 m -tt 个 非 零 元 素 与 PE t AR 
(每 个 都 是 非 零 的 ) 一 起 将 构成 没有 任何 零 元 素 的 马 
的 对 角 线 . 

例 3 Km x n HERA (Cm < n) 每 条 对 角 线 恰好 
有 上 大 个 零 的 充分 必要 条 件 . 

A> A 是 m x n Hf ym < n. 假设 4 的 每 条 对 角 线 
H k PEIA m -个 非 零 元 构成 . 按 定理 4, 和 矩阵 4 必 
含有 一 个 零 子 矩阵 ,s + t= + n 和 一 个 元 素 全 是 非 零 
的 p xg 子 矩阵 ,p +9=n+(m - k). 因 两 个 矩阵 不 能 
EL, VF s + pp <mt — gq <n WoL 1H 

(s+p)+(t+q)=2n+m 
从 而 ,如 果 s + p <m, W 
m+t+q22n+m 
I) t+q 22n 
由 此 得 到 gq =t =n, FE, =k 和 p =m -k RELA 
阵 4 Hk PEITA m -k RAFIT. MR t +q 
n, Ml 
s+p+n>=2n+m 

Bj s+pæžn+m 
但 除非 m =n, 这 是 不 可 能 的 , 当 m =n 时 有 ,s =p =n, 
t = 大 和 4 =n 一 上 ,并 且 和 矩阵 A h k PSSA n -k PK 
Ay ASN FA) BM. 

上 面条 件 显然 是 充分 的 . 
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现在 ,我 们 定义 一 个 重要 的 组 合 概念 , Ea aS 
(0,1) — ERAR, 1A, FEAT a MTSE ti He ER HE X 
z, 

定义 3 WA m xn EMERE, A 的 项 秩 是 4 中 
没有 两 个 位 于 相同 线 上 的 正 元 素 的 最 大 数 . 换言之 ,A 
的 项 秩 是 4 的 最 大 正 子 积 和 式 的 阶 数 . 

FETE 5( Konig — Egerváry ® ) m x n JEJERE A 
的 包含 其 一 切 正 元 素 的 线 集中 的 最 小 线 数 等 于 4 的 项 
PK. 

证 明 S rÆ A 的 项 秩 . WR w RRRA AK 
HEIR WY, wI w S r. (I u MITA o 个 列 一 起 
含有 A 的 一 切 正 元 素 , 并 且 , +v=w, 其 中 w 是 最 小 线 
数 . 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 这 是 4 的 前 4 行 和 前 v 列 , 即 

B C 

aii p o) 
HFB gi u xv, WI w < min} m,n} , Ai, u <n —-». 
现在 断言 C ISIE u. 否则 ,C 的 每 条 对 角 线 会 含有 
A>. 按 定 理 3 ,矩阵 C 会 含有 一 个 p x q 零 子 矩阵 ,p + 
qz=l+n-u 从 而 ,4 会 含有 (m 一 w+p) x ETE, 
由 此 可 见 ,4 的 全 部 正 元 系 将 包含 在 它 的 — p P47 Al 
n 一 4 个 列 中 ,但 

(u-p) +(n-q)=ut+tn-l-n+v= 
u+v—-l=w- |l 

从 而 w 不 能 是 最 小 的 . 同 理 D 的 项 秩 是 v, 男 外 4 的 项 
秩 至 少 同 C 与 D 的 项 秩 的 和 一 般 大 ,因此 

r2=>ut+v=w 


此 式 同 前 面 已 得 不 等 式 r < w 放 在 一 起 就 给 出 


r=w 
WE 
AN 86 


ys 


例 4 E 


0 
A= ‘ 
l 


] 
0 
0 
] 


| 
l 

0 1 
1 0 

的 项 秩 是 3. 这 是 因为 Per(A(114)) > 0 和 Per(4) = 
0 的 缘故 . 我 们 观察 到 第 3 行 .第 1 列 和 第 3 列 含有 4 的 
全 部 正 元 素 . 


0 


3 非 负 矩阵 与 图 论 


非 负 和 矩阵 的 许多 性 质 , 像 不 可 约 性 ,本 原 性 ,不 可 
ZAFE REJ Frobenius 型 及 非 本 原 性 指标 等 都 只 依赖 于 
矩阵 的 零 型 . 为 了 便于 研究 ,这些 性 质 浓 用 有 相同 和 型 
的 (0,1) — 矩阵 去 代 奉 非 负 和 矩阵 ,随后 对 每 个 这 样 的 
(0,1) - 和 抢 阵 再 考虑 一 个 本 质 唯一 的 相伴 有 回 图 ( 见 
下 面 的 定义 ). 本 节 将 证 明 : 非 负 和 矩阵 的 某 些 性 质 怎样 
从 它 的 相伴 有 向 图 的 有 关 性 质 推出 . 这 里 我 们 不 讨论 
由 相伴 矩阵 的 代数 性 质 去 决定 有 回 图 的 结构 性 质 的 逆 
问题 ( 它 或 许 是 更 重要 的 ). 

我 们 从 人 研究 图 论 所 不 可 或 缺 的 大 量 定义 开始 . 

定义 4 设 V 是 非 空 的 n 元 集 , 其 元 素 可 以 方便 地 
标号 为 1,…,n;E 是 V 中 的 一 个 二 元 关系 , 即 V 中 元 素 
的 有 序 对 的 集合 . D = (V,E) BAA WE. V 中 的 元 系 


称 为 DD 的 项 点 .中 的 元 系 称 为 D 的 弧 . INC i) 称 为 联 
结 项 点 i 到 顶点 /的 弧 .DD 的 一 个 子 图 是 一 个 有 问 图 ,其 


一 切 厌 点 和 弧 属 于 D. D 的 一 个 生成 子 图 是 包含 全 闻 
顶 扩 的 一 个 于 图 . 
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对 于 有 回 图 已 来 说 用 一 个 图 形 来 表示 它 是 方便 
的 . 在 该 图 形 中 DD 的 项 品 用 点 表示 ,D 的 弧 用 联结 有 关 
的 有 问 线 表示 . 习惯 上 把 这 个 图 形 也 叫做 有 问 图 D. 

ms ll £2 = i1¢1,1),€1,3), 
(2,5) ,(3,1) , (3,4) , (4,1) (4,2), (4,3) ,(5,4)}, 
则 图 D=(V,E) 可 用 图 1 来 表示 . 目 然 图 2 也 表示 同一 
图 D. 这 是 因为 两 个 图 形 中 的 对 应 点 ( 项 点) 都 是 同时 
KAREO 联结 或 不 是 这 样 的 联结 的 ,注意 ,在 
图 2 中 茶 些 线 的 相交 于 不 是 该 图 的 顶点 ,这 些 假 造 的 
交 扣 不 是 图 的 组 成 部 分 . 


oe 图 2 
D HOSE Fr ou Cit, ) a (ty ate Xs Cte sb ats (tyes 
bint) , (bmi J) 称 为 联结 i 到 j 的 道路 ,道路 的 长 度 定义 
为 序列 中 弧 的 条 数 m. 联结 顶点 i 到 自身 的 长 度 为 m 的 


弧 的 第 一 个 顶点 恰好 出 现 一 次 , 则 该 循环 称 为 回路 ,长 
度 为 1 的 循环 称 为 圈 , 生 成 回路 称 为 Hgmitronian 回 
路 . 

定义 5 (1) 几 个 项 点 的 有 问 图 D 的 邻接 和 矩阵 
A(D) 是 一 个 (0,1) -和 矩阵 ,该 矩阵 的 (i,j) 元 素 是 1 当 
AMS (i,j) ze D AYO. 

(2) AWK D(X) 称 为 与 非 负 符 阵 相伴 ,如 果 
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D(X) WIRE a Me X AHE. 
例如 , 例 5 AYA m El- HE E 


a o 
0 0 
2 

z 9 
d, i 
4 2 
0 0 


] 

7 0 0 
0 0 1 
] 

0 3 0 

l 
4 0 0 
0 1 0 


和 其 他 有 相同 零 型 的 非 负 和 矩阵 相伴 . 
定义 6 ”如 果 对 任意 不 同 项 点 的 有 序 对 ,i 和], 在 
有 向 图 DD 中 有 联结 i 到 j 的 道路 , 则 有 向 图 DD 叫做 强 连 


通 的 . 


例 6 H5 的 有 向 图 是 强 连通 的 ,而 图 3 不 古 强 连 
通 的 :因为 它 不 含 联结 顶点 1 到 2 的 任何 道路 . 这 个 图 
的 邻接 矩阵 是 显然 为 可 约 的 下 列 和 矩阵 


Qs 
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1 0 ft @ 0 
| O 1 1 | 
1 0 1 0 0 
l 10 L 1 
o ¢ tL db Q 


在 例 5 和 6 中 不 可 约 矩 阵 的 相伴 有 问 图 是 强 连 通 
的 ,而 可 约 和 矩阵 的 相伴 有 癌 图 不 是 强 连通 的 . 我 们 证 明 
这 种 对 应 关系 对 于 一 切 非 负 和 矩阵 是 成 立 的 . 

大 家 记得 ,如 果 4 = (a;) 是 方 阵 , 则 a” Bas A’ 
的 (i,7) JOR. 

定理 6 WRA =(a,) 是 (0,1) -和 矩阵,D(4) 是 
顶点 1,…,n 的 相伴 有 向 图 , 则 联结 顶点 i 到 顶点 j 的 长 
度 为 上 的 不 同道 路 的 数目 等 于 a . 

证 明 ”一 方面 ,我 们 有 


aij iis > Dig Dita i at Sty 
Ht tk=l 


FEP ty ott ty) BAG 1 A h ZENA RR. 为 一 
方面 , 在 D(A) 中 的 道路 (i,t), (ti ,63) Cras 
ROE 联结 i BF 当 且 仅 当 @y = a, = …= 
a, 4. = %, y= |. BN. SAIS a, = ,= "= 0 , = 
a, = 1. IAMS a, a a, ,ay = 1. AR 
此 得 证 . 

推论 1 WNL A = (ai) 为 非 负 和 矩阵 , 则 相伴 有 问 
图 有 联结 项 点 i 到 j 的 长 度 为 的 道路 当 且 仅 当 a,”> 
0. 

此 推论 给 出 下 面 的 重要 定理 . 

定理 7 — AJER RE EA a 29 4 A 
伴 有 癌 图 是 强 连 通 的 . 


WEAR n xn 非 负 和 矩阵 4 = (a;) 是 不 可 约 的 当 且 
仅 当 对 每 个 i 和 j,1 < i,j Sn, FESTER ETS 
a,;”>0, 按 推论 1, 满 足 这 个 条 件 当 上 且 仅 当 相伴 有 向 图 
D(A) 有 联结 项 点 i 到 j 的 道路 . 由 此 得 ,4 是 不 可 约 的 
4 AAC 4 TBE ij 存在 D 的 联结 i 到 j 的 道路 . 换 言 
Z, 4AM D(A) 是 强 连通 的 . 

图 论 的 方法 可 用 于 确定 一 个 给 定 的 非 负 和 矩阵 是 否 
为 本 原 的 和 用 于 求 一 个 不 可 约 矩 阵 的 非 本 原 性 指标 . 

定义 7 设 D 是 强 连通 有 癌 图 ,D 中 所 有 循环 的 长 
度 的 最 大 公 因 数 叫 做 D 的 非 本 原 性 指标 . 

引 理 1 设 D 是 有 非 本 原 性 指标 上 的 强 连 通 图 , A, 
是 的 通过 项 点 i 的 一 切 循 环 的 长 度 的 最 大 公 因 数 , 则 
k. = k 

证 明 WIA kI A, FRE k; = k. i C, ED 
任 一 循环 . 令 它 的 长 度 为 mi ,并 通过 顶点 六 由 于 DD 是 强 
连通 的 , 它 含有 联结 顶点 i 到 顶点 j 的 一 条 道路 p; 和 联 
结 顶 点 到 顶点 1 的 一 条 道路 Pp;. SATE BRAY IRE oP 
别 是 s; AI si 现在 由 py 和 pi; 组 成 的 路 和 由 pisc, Pp 
组 成 的 路 都 是 通过 顶点 二 的 循环 . 这 些 循环 的 长 度 是 
Sy +s, Als, +m, +s,. AP k, BBR sy +s, As; +m, + 
Sis EDS BR m REZ, k EBR D 中 每 个 循环 的 长 度 ， 
这 样 一 来 1 有, 从而; = k. 

定理 8 不 可 约 和 矩阵 的 非 本 原 性 指标 等 于 相伴 有 
[i] PS) AE AS Je EF ER. 

证 明 ” 设 h 是 不 可 约 n xn HIYA =(a,) 的 非 本 
原 性 指标 .是 相伴 强 连通 有 问 图 DCA) 的 非 本 原 性 指 
标 . 考虑 通过 顶点 i 的 循环 . 设 届 ;是 这 些 循环 长 度 的 集 
合 , 则 按 引 理 1 
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k =ged{m,| m, e M,! (1) 
我 们 证 明 M; 在 加 法 下 是 封闭 的 . 设 m m, 是 M, 中 任 
意 整数 , 则 按 推 论 1,a;"” > 0 May” > 0, 从 而 


n 
(mtma) __ (m) (my) (mı) _ (mz) 
ai; = > Wi Ui = Qü; Qi >0 
t=1 


因此 , 按 推论 1, FEUR i KEN m + m, WIA 
环 . 所 以 ,mi +m, e MM;, 即 MM; 在 加 法 下 是 封闭 的 . 按 众 
所 周知 的 Schur 定理 ,M; 包含 上 的 除 有 限 项 外 一 切 的 
整数 倍 . 所 以 ,对 一 切 足 够 大 的 整数 1,as”> 0. 另 一 方 
面 ,如 果 s 不 是 上 的 倍数 , 则 由 MM, 的 定义 (1) 和 推论 1 
可 得 a;”=0. 由 于 i 是 D(A) 的 任意 项 点 ,我们 可 以 推 
得 对 一 切 足 够 大 的 和 i=1,…,n,ahy > 0 当 且 仅 当 
是 的 倍数 . 

FEM A 是 不 可 约 的 , 它 的 非 本 原 性 指标 为 h. 因 
此 , 若 六 > 1, 则 存在 一 个 置换 矩阵 了 使 得 PAP 是 有 hh 
个 非 零 上 对 角 线 块 的 Frobenius 型 ,(P'AP)" 是 本 原 和 矩 
阵 的 直 和 . 因此 ,对 于 足够 大 的 1,(P AP)"=P 4"P 是 
正和 矩阵 的 直 和 . 从 而 ,对 一 切 足 够 大 的 1,a;” > 0, = 
leon 为 一 方面 ， 如果 ss 不 是 hh WB, WM 
(P'AP)'( BA’) 的 一 切 主 对 角 线 元 素 是 零 . Ahel, 
则 A 是 本 原 的 . 上 且 对 于 足够 大 的 ,矩阵 4 =A" 是正 
的 . 在 每 种 情况 下 ,都 能 推 得 :对 足够 大 的 s,a” > 0% 
HALK s Æ h 的 倍数 ,因此 即 得 hh = k. 

由 于 非 负 和 矩阵 有 非 零 的 主 对 角 线 元 素 当 上 且 仅 当 相 
伴 有 向 图 是 圈 , 即 长 度 为 1 的 循环 . 故 有 下 面 的 结果 . 

推论 2 有 非 怜 主 对 角 线 的 不 可 约 和 矩阵 是 本 原 
的 . 

定理 8 为 求 不 可 约 和 矩阵 的 非 本 原 性 指标 提供 了 一 
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S w a 瓦尔 登 猜 想 


个 有 用 的 方法 . 注意 到 :有 癌 图 的 非 本 原 性 指标 等 于 图 
中 一 切 回路 长 度 的 最 大 公 因 数 ,会 使 我 们 这 里 求 非 本 
原 性 指标 的 工作 变 得 稍微 容易 一 些 . 

例 7 用 图 论 的 方法 证 明 


0 1 0 0 0 0 
LL got a 
4al 1 @ PR ® 
10 | 0 0 
0 0 0 I 0 I 
0 0 1 0 1 O 


是 不 可 约 的 ,并 求 它 的 非 本 原 性 指标 . 
RIVE A 的 相伴 有 回 图 如 图 4. 


|] 
图 4 
我 们 核实 ,联结 每 一 对 顶点 都 有 路 ,从 而 该 图 是 强 
连通 的 ,显然 ,只 需 核实 例如 顶点 1 联结 到 每 一 个 别 的 
了 顶点 并 且 每 个 别 的 顶点 都 联结 到 顶点 工 , 则 可 得 4 是 


不 可 约 的 . 我 们 注意 到 ,存在 一 个 通过 项 点 工 长 度 为 2 
的 循环 . 且 不 存在 长 度 为 奇数 的 圈 , 由 此 可 以 推 得 图 的 
非 本 原 性 指标 (从 而 4 的 非 本 原 性 指标 ) 为 2. 从 该 图 
显而易见 . 如 果 在 其 中 加 进 一 条 弧 , 例如 (2,6) , 则 该 
图 会 有 一 长 度 为 3 的 循环 ,从 而 其 非 本 原 性 指标 会 是 
1. 它 的 邻接 矩阵 会 是 本 原 的 . 把 (2,6) 位 置 的 零 以 1 
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磨 光 变换 与 Van der Waerden 猜想 


代替 给 出 所 得 矩阵 非 本 原 性 的 直接 检验 或 许 不 是 这 样 
BAT. 作为 这 一 节 结 尾 , 介绍 由 Lewin ”首先 提出 
的 本 原 和 矩阵 的 特性 . 

定理 9 WRA =(a,) BAAR, AXE, 
DA 

aay > 0 
则 4 是 本 原 的 . 

证 明 ” 按 推 论 1, 在 相伴 有 辣 图 DCA) 中 有 以 长 
度 为 1 和 2 的 道路 把 项 点 i 联结 到 顶点 j. 因 4 是 不 可 约 
的 , 故 D(A) 是 强 连 通 的 ,存在 一 个 例如 长 度 为 s 的 联 
结 硕 点 j 到 i 的 道路 . 于 是 D(A) 含有 长 度 为 *+ 1 和 
s + 2 的 循环 . 由 于 gcd(s +1,s+2)=1, 按 定理 8,4 是 

定理 9 可 表述 为 下 面 形式 :如 果 4 是 不 可 约 窍 阵 ， 
H. Hadamard 积 4*4 是非 零 的 , 则 4 是 本 原 的 . (大 
家 记得 , 两 个 m x n EEX = (x) MY = (y;) 的 
Hadamard 积 是 一 个 m x n ERE, LCi) TORR KE x7; ) 

注意 ,定理 9 的 逆 命 题 是 不 真 的 . Pol] QV RE E 

Y 1 OL Q 
0 0 1 0 
A=/0 0 0 1 
0 0 0 0 
1 0 0 0 0 
是 本 原 的 . 但 A * A”=0. 然而 , 却 有 下 面 的 结果 . 

定理 10 ”不 可 约 和 矩阵 4 是 本 原 的 当 且 仅 当 存在 
一 个 正 整数 4 使 得 4A" * AT 是非 零 的 . 

WERA ”以 证 明定 理 9 的 方法 可 证 充分 性 ;必要 性 
是 的 显然 推论 . 
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4 ARRT DMB BE 


在 上 一 草 FR TTL BSE i NE AE YY 
行 的 适当 的 置换 和 它 的 列 的 相同 置换 之 后 变 得 较为 明 
显 . 当 人 研究 非 负 矩阵 的 组 合 性 质 时 我 们 通常 走 得 更 远 
些 , 即 我 们 可 以 独立 地 置换 矩阵 的 行 与 列 而 不 影响 它 
的 基本 组 合 特性 . 例如 ;关联 和 矩阵 的 行 的 一 个 置换 对 应 
于 把 组 态 中 的 子 集 重新 编号 而 列 的 一 个 置换 则 等 价 于 
把 元 系 重 新 编号 变换 . 我 们 称 两 个 矩阵 4 和 B 是 置换 
等 价 或 p - 等 价 的 , WARE TE TRA: P A Q, (ETE 

A =PBQ. 在 非 负 和 矩阵 的 谱 理 论 中 ,基本 的 概念 是 不 可 

约 和 矩阵 , 即 不 同步 于 较 小 矩阵 的 子 下 和 的 矩阵 . 在 组 合 
理论 中 与 之 相当 的 概念 是 完全 不 可 分 解 矩 阵 , 即 不 与 
任意 的 于 和 和 p — 等 价 的 矩阵 . 

定义 8 一 个 n 一 n 非 负 和 矩阵 叫 其 部 分 可 分 解 的 ， 
MRE RAs x(n -—s) ETER. 换言之 ,矩阵 是 部 分 
FY OP PEAY, WARE p — 等 价 于 一 个 形 如 

Pi 
O Z 

MERE JEP X AZ EIRE, MUIR n x n 非 负 矩阵 不 信 
有 任何 * x (n — 8) ETARE, W MERA RR. 
tE a ee he, AE EEEE 4 AS] WEAS, UR E Ae 
分 可 分 解 的 , 按 定 义 1 x 1 KEERA A REAS. 而 
1 xl 非 堆 矩阵 是 完全 不 可 分 解 的 . 

完全 不 可 分 解 窍 阵 的 一 个 用 积 和 式 表 述 的 重要 特 
性 由 下 一 定理 给 出 . 

定理 11(Marcus 和 Mine’) n x n JE fi 4E RE 
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A(n = 2) 是 完全 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 对 一 切 的 i 和 1} 
成 立 
Per(A(il j)) >0 

WEAR 按 Frobenius-konig 定理 (定理 3) ,对 某 个 
h4-#ilk,per(A(h|l k))=0 4AM4 FHMACAI k), 
PEM A RA s xt SPM s +t=(n-1) +1= 
n. 因此 ,对 某 个 六 和 A,per(4(AIE) )=0 当 且 仅 当 4 是 
部 分 可 分 解 的 . 

推论 3 ”完全 不 可 分 解 搜 阵 的 每 个 正 元 系 都 位 于 
一 条 正 对 角 线 上 . 

大 家 记得 ,(i,j) 位 置 的 元 素 是 1 而 其 余 元 素 是 0 
HJ n x n HERH E, 

推论 4 MRA ESE A BT] OP EREE, H. c 
EIER KR, WATEA i 和 /7 

per(A + cE,) > per(A) 

或 per(A + cE,) < per(A) 
tHe > OMe < 0 而 定 . 

这 是 因为 ,per(A + E,) = per(A) + cper(A(i | 
7) ) ,及 按 定 理 8,per(A(i17)) > 0. 

对 于 完全 不 可 分 解 的 (0,1) — 窍 阵 的 情况 ,可 能 
成 立 更 强 的 结 来 . 

推论 5 ”如果 4 是 完全 不 可 分 解 的 (0,1) — FO, 
则 


per(A + > E;) = per(A) +m 
i= 


证 明 ”由 于 4 是 一 个 (0,1) -和 矩阵 , 按 定理 11, 对 
一 切 的 i 和】 
per(A(ilj)) =l 


96 


a | We a A oe 


因此 
per(A + E, ) =per(A) + per(A(il j)) = 
per(A) + 1 
显然 ,4 +E, 是 完全 不 可 分 解 的 , 再 对 m 进行 归纳 法 
证 明 即 可 . 
定理 12 ik 
A, B Q = 0 


0 A, B, : 

A=|; "oO 0 (1) 
0 0 A, B, 
B 0 = 0 A 


nen X n RRR, HPA, ESE EAR A OME NY n; x n; FE 
Me, AB, ~O(i =1,-++,r) M] A 是 完全 不 可 分 解 的 . 

WEAR ”假设 4 是 部 分 可 分 解 的 , 即 对 某 个 a e Q, 
和 Be 0,,s+t=Nn, 有 A(al B)=0. wa As, 行 ,8 有 
t, 列 ,B FRM A; HG = 1,…,7) ; 则 由 s + ee + 
5, =s Z 1 Al, RDAs, 是正 的 . 同 理 ; 至 少 有 一 个 & 
是 下 的 . 同时 因 每 个 4; 是 完全 不 可 分 解 的 且 包 含 s, Xt, 
去 于 矩阵 (除非 % =0 或 1 =0). 故 必 有 s+t <n, AX 
当 s;=0 或 1 = 0 时 ,等 号 才 成 立 .但 

各 }s & De = 


ped 


> (s +t) S >on = 

j=1 {= 
于 是 对 每 个 15s; +t, =n; 5 由 此 推出 对 于 了 = | ali Vs 不 是 
s =0 就 是 5 =0. 但 既 不 是 一 切 * 也 不 是 一 切 4 都 是 零 
因此 ， 必 存 在 一 整数 有 ,使 得 5, = My 和 bey, = Tew ( 下 标 按 
Bir AEI). 但 是 这 样 一 来 ,Bi 就 是 一 个 零 子 和 矩阵 的 子 
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ERE , Sj AT EA JE. 

定义 9 非 负 和 矩阵 称 为 双 随 机 的 ,如 来 它 的 一 切 
行 和 与 列 和 都 为 1. 

显然 , 双 随 机 矩阵 必 是 方 的 . P ORG ANT IE 
ALBA AL AB RE. 

定义 10 JERR AA BL , WARE — 


个 双 随 机 矩阵 有 相同 零 型 . 
例如 ,和 矩阵 

1 | 1 
1 oO 1 

有 双 随 机 型 ETA AE S A IL a E 
] ] ] 
2 4 4 
| 3 
aa” 
] 3 
4° @ 


有 相同 的 零 型 . 男 一 方面 ,矩阵 


1 1 d 
1 | 0 
0 0 | 


没有 双 随 机 型 . AA , WN SR AE LL A (2) 相 
lia) AY, W ERZ EE AE Soc RY Hy 1, {A 
是 , 它 的 (1,3) 元 素 因 此 不 能 是 正 的 . 

定理 13 完全 不 可 分 解答 阵 有 双 随 机 型 . 

WERA A= (a) dén xn 完全 不 可 分 解答 阵 ， 
则 按 定 理 11, 对 一 切 i,j,per(A(i1 站 ) > 0, 设 $=(s;) 


he FH 


(2) 
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a jper(ACil j)) TAFE 
“a per(A ) ra) 
定义 的 n x n EME, A S 是 非 负 的 . 具有 与 4 相同 的 
EHI, 
此 外 .对 z=1.… ,7 有 
Ws a Y apert ACi jja 


j=) 


per(A) x 
类 似 地 , Aye la nw 
>， a, J, apert ACi =) 


因此 ,S$ 是 双 随 机 的 ,从 而 4 有 双 随 机 型 . 

注意 :定理 13 AA AL. 

下 一 简单 结果 阐明 完全 不 可 分 解 性 和 不 可 约 
性 之 间 的 联系 . 

定理 14 非 负 和 矩阵 是 完全 不 可 分 解 的 当 且 仪 当 
它 一 等 价 于 一 个 有 正 的 主 对 角 线 的 不 可 约 短 阵 . 

WEAR ik A 是 有 一 条 正 对 角 线 的 不 可 约 n xn Hi 
Me. 如 果 是 部 分 可 分 解 的 , WERA ETEA 
泽国 
其 中 四 ei} 和 | itd, | 由 于 4 在 主 对 角 线 
上 无 零 元 素 而 不 一 定 相 交 . 但 这 要 与 4 的 不 可 约 性 相 
矛盾 . 

反之 , 按 推论 3 ,完全 不 可 分 解 的 矩阵 含有 一 条 正 
对 角 线 ,因而 ,p - 等 价 于 一 个 有 正 主 对 角 线 的 完全 不 
可 分 解 ,从 而 是 不 可 约 的 矩阵 . 


| 
per(A) E 


FE YAR HR Van der Waerden Fj #4 


5 ULFTPBS LFTHBE 


按 推 论 4, 如 果 以 0 代 蔡 完全 不 可 分 解 的 (0,1) - 
矩阵 中 的 一 个 正 元 素 , 则 当 所 得 矩阵 保持 为 完全 不 可 
分 解 时 , 它 的 积 和 式 至 少 减 小 1 , 即 原先 的 矩阵 的 积 和 
式 比 所 得 矩阵 的 积 和 式 至 少 大 1. Aa RME M, 
就 给 出 原先 的 矩阵 积 和 式 的 一 个 下 界 . 奋 它 不 是 已 知 
的 且 佑 算 较 困难 ,我 们 就 可 重复 进行 以 0 代替 1 的 过 
程 , 百 到 得 一 个 易于 处 理 的 完全 不 可 分 解 矩 阵 为 止 , 然 
后 ,用 推论 5 便 能 获得 原先 矩阵 积 和 式 的 一 个 下 界 . 现 
在 来 考虑 对 完全 不 可 分 解 和 矩阵 尽 可 能 地 进行 这 样 的 剥 
皮 过 程 ( 即 以 0 代替 一 个 正 元 和 素 并 得 到 新 的 完全 不 可 
分 解 矩 阵 的 过 程 ). 而 获得 矩阵 类 . 

定义 11 (1) 完全 不 可 分 解 的 非 负 定 阵 4 = (a) 
称 为 几乎 可 分 解 的 ,如 采 对 每 个 ww > 0, EEA - 
Oyj Lng 是 部 分 可 分 解 的 . 

(2) 不 可 约 非 负 和 矩阵 4 = (a;) 称 为 儿 乎 可 约 的 ， 
QUART BET IE a, EREA - ww 是 可 约 的 . 这 里 为 
方便 起 见 把 1 x1 堆 矩阵 看 做 是 几乎 可 约 ( 从 而 是 不 可 
约 ) 的 . 

(3) 强 连 通 有 问 图 称 为 极 小 连通 的 , 如 采 删 除 它 
的 任意 一 条 弧 它 就 不 再 是 强 连 通 的 . 

(4) 不 含 轿 的 强 连通 有 问 图 称 为 玫瑰 结 , WREE 
至 多 有 一 个 项 点 与 多 于 两 条 的 弧 相 连接 . 

(5) 如 果 w 是 有 问 图 项 点 的 子 集 , 则 w 的 收缩 是 
M D PRAK w 的 任意 两 个 项 点 的 两 个 疫 并 把 w 的 
一 切 顶 点 看 作 与 它们 之 一 相同 的 单个 点 而 得 到 . 
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注意 :w 的 收缩 可 能 不 是 有 向 图 ,因为 可 能 有 连续 
同一 有 序 对 顶点 的 重 弧 . 然而 ,如 果 没 有 顶点 对 被 多 于 
一 条 的 弧 联结 , 则 该 收缩 是 有 向 图 . 

引 理 2 (1) 至 少 有 两 个 顶点 的 有 向 图 是 极 小 连 
通 的 当 上 且 仅 当 它 的 邻接 矩阵 是 几乎 可 约 的 . 

(2) 玫瑰 结 (从 而 回路 ) 是 极 小 连通 图 . 

(3) 回路 的 连接 和 矩阵 是 完全 循环 置换 矩阵 

上 述 各 命题 是 相当 明显 的 ,证 明 留 给 读者 . 

引 理 3 设 矩 阵 4 有 4 中 和 矩阵 (1) 的 形式 ,其 中 4， 
是 完全 不 可 分 解 的 且 B; 是 非 零 的 . 如 果 A 是 完全 可 分 
解 的 , 则 每 个 A, 是 几乎 可 分 解 的 . 

证 明 “如果 4; 不 是 几乎 可 分 解 的 , 则 在 4, 中 能 以 
零 代 替 一 个 正 元 素 , 而 得 到 仍然 是 完全 不 可 分 解 的 块 . 
但 , 按 定理 12 矩阵 4 在 其 相同 的 正 元 素 被 零 代替 后 仍 
然 是 完全 不 可 分 解 的 . 这 与 4 是 几乎 可 分 解 的 事实 相 
矛盾 . 

B)324(Berge’?!) WR w 是 极 小 连通 有 向 图 D 


的 强 连通 子 图 的 硕 点 集 , 则 w 的 收缩 也 是 极 小 连通 有 
器 图 | 


证 明 ”首先 证 明 w 的 收缩 是 有 问 图 , 即 它 不 含有 
重 缴 ,因为 ,如 果 它 不 是 这 种 情况 ,在 D 中 就 会 存在 这 
样 的 绝对 (i,7) 和 (i,k) 或 (j,i) 和 (有 ,i) IEF i g wy, 
k e w. 但 是 强 连通 图 D 因此 不 会 是 极 小 连通 的 . 原因 
是 从 DD 中 删 去 两 弧 中 的 一 个 所 得 的 有 问 图 也 会 是 强 连 
WHY. 

“PATE DIT w 的 收缩 是 极 小 连通 的 . 它 显然 是 强 连 
通 的 . 此 外 , 删 去 它 的 任意 弧 ,不 能 得 出 一 个 强 连通 图 . 
因为 不 然 的 话 , 在 D 中 删 去 同样 的 弧 , 也 会 得 出 一 个 强 
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EHS), SG D kE RKT J. 

Xf FILA BY AJL FP Ay > fie At E, 下面 的 属于 
Hartfiel” 的 定理 给 出 一 个 非常 简单 的 标准 形式 ,对 
于 几乎 可 分 解 矩 阵 ,Hartfiel 标准 形式 实际 上 是 
Sinkhorn 和 Knopp ”得 到 的 标准 形式 的 一 个 实质 性 
的 简化. 

定理 15 设 A 是 n xn 几乎 可 分 解 (几乎 可 约 ) Fi 
阵 > 1, 则 4 p- 等 价 ( 同 步 ) 于 形 如 

A, EE 0 »: 0 0 
0 A E = 0 0 


(1) 


0 > 
0 0 0 «= A, EB, 
E 0 0 =: 0 A. 
的 矩阵 ,其 中 s 三 23 每 个 五 ; 恰好 有 一 个 正 元 素 , ET 
A; 几乎 可 分 解 (几乎 可 约 ); 并 且 一 切 4;,A, 可 能 除外 ， 
是 1 x1 的 . 

证 明 ”首先 证 明 几 乎 可 约 和 矩阵 的 情形 . 设 D 是 相 
FEFA WAKI. 按 引 理 2(1) ,图 D 是 极 小 连通 的 . 如 
F D jé Hamiltonian 回路 , 则 按 引 理 2(3) 知 , 的 邻接 
矩阵 是 完全 循环 置换 矩阵. 日 4 同步 于 (1) 形 的 矩阵 . 
ane D 不 是 Hamiltonian 回路 ,我 们 缩小 它 的 任 一 回 
路 , 按 引 理 4 所 得 图 D, 是 极 小 的 连通 的 . 设 是 代替 
该 镭 小 回路 的 顶点 的 记 的 项 点, 如果 D, 不 是 
Hamiltonian 回路 . 我 们 再 次 缩小 通过 m 的 任 一 回路 得 
到 极 小 连通 图 D,. 设 w 是 代替 通过 vw 的 缩小 回路 顶点 
的 D, 的 项 点 . 继续 实施 这 个 缩小 过 程 中 ,直到 得 出 长 
EEJ s #J Hamiltonian 回路 的 极 小 连通 图 D, 为 目 . 设 w 
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是 上 述 过 程 中 一 切 回路 所 收缩 为 的 那个 顶点 . 缩小 到 
v 的 DD 的 那些 顶点 组 成 的 D 的 子 图 是 一 个 玫瑰 结 . D, 
中 其 余 的 s -1 个 顶点 未 卷 人 上述 缩小 过 程 . 把 它们 重 
新 标号 为 1,…,s — 1, 将 vw 标号 为 ,把 D 的 其 余 的 顶 
点 按 任意 顺序 标号 为 *+ Lys +2…,n. 则 按 上 述 办 法 重 
新 标号 过 顶点 的 也 的 邻接 矩阵 C 具有 形式 (1) ,其 中 
A, SA, S24 | 三 0 有 三 上 =~ s8,, =1,2,., & 
第 一 个 元 素 为 1 其 余 元 素 为 0 的 1 x(n -=-s+1l) 和 矩阵 . 
E, 是 最 上 面 的 元 素 为 1 其 余 元 素 为 0 的 (n -s+1) x 
1 矩阵 . 矩阵 4 同步 于 与 C 有 相同 零 型 的 一 个 矩阵 ,这 
就 完成 了 当 A 是 几乎 可 约 时 的 证 明 . 

现在 ,假设 4 是 几乎 可 分 解 的 . 按 定理 14 ,矩阵 4 
六 等 价 于 有 正 主 对 角 线 的 一 个 不 可 约 和 矩阵 4. 因 和 矩阵 A 
的 不 可 约 性 与 它 的 主 对 角 线 元 素 无 关 , 故 4 是 一 个 有 
零 主 对 角 线 的 不 可 约 和 矩阵 如 和 一 个 非 奇异 的 非 负 对 和 角 
矩阵 区 的 和 . 显然 ,如 是 几乎 可 约 的 ,从 而 按 上 面 已 证 
明了 的 结果 应 有 置换 矩阵 P, 使 得 P"BP 有 形式 (1)， 
其 中 主 对 角 线 块 是 几乎 可 约 的 , 且 每 个 EE, 恰好 有 一 个 
正 元 素 . 再 按 定 理 14,P'BP + P'LP = P'AP 也 有 形式 
(1). 并 且 它 的 主 对 角 块 是 完全 不 可 分 解 的 ,每 个 五 恰 
好 有 一 个 正 元 素 . 由 于 P'AP 是 几乎 可 分 解 的 , 则 按 引 
HE3 P'AP 的 每 个 主 对 角 块 也 是 几乎 可 分 解 的 . 最 后 
矩阵 P'AP p - 等 价 于 A. 

可 用 定理 15 估计 几乎 可 约 或 几乎 可 分 解 矩 阵 的 
正 元 素 的 最 大 数目 . 我 们 从 一 个 引 理 开 始 . 

S125 ”如 果 4 = (a,) 是 有 标准 形式 (1) 的 几乎 
可 分 解 矩 阵 , 则 A, 不 能 是 2 x 2 的 . 
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WEAR 假设 4, 是 2 x2 的. 不 失 一 般 性 ,可 假设 A 
是 (0,1) -和 矩阵 ,而 且 E, ,=(1 0),E,=(0 1) .由 
FA, 是 完全 不 可 分 解 的 2 x 2 矩阵 , 它 必 是 正 的 . 但 
是 ,4 因此 不 能 是 几乎 不 可 分 解 的 . 因为 按 定 理 12 A - 
E, „nai =l, +P, 是 完全 不 可 分 解 的 (这 里 P, 表示 1 出现 
在 上 对 角形 上 的 完全 循环 置换 矩阵). 
引 理 6 (1) WB, Fen xn(n B2)(0,1) 一 
FE pE 
0 1 1 … | 
] 


B= > Ept > Ey =| 1 O 
j=? i=2 


则 B, 是 几乎 可 约 的 . 
(2) 设 C, 是 下 之 n xn(n 宇 3)(0,1) = 和 矩阵 


0 l | > 1 
it a = @ 
C, =B, T 2E; es | 0 ] i 0 
则 C, 是 几乎 可 分 解 的 , 且 


Per(C,,) =- det(C,) = - 1 
(UE: ME C, 出 现在 Bruijn 和 Erdos’) 的 著名 定理 
H). 
证 明 (1)B, 显然 是 几乎 可 约 的 , 因 它 的 相伴 有 
回 图 是 一 个 玫瑰 结 . 
(2) 按 定理 14 和 矩阵 B, + 了 =C, +E, 是 完全 不 可 
分 解 的 ,C, 也 是 如 此 . 因为 当 n 三 3 时 ,(1,1) MAE 
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ASS BAN A= AS HE ETE s x (n — 1) APE 
A. 此 外 ,C, EJLER , P| Ae BE Ec 
由 零 代替 后 所 得 矩阵 含有 一 个 1 x (n - 1) 或 (n - 
1) xl EFR. 
把 C, 的 第 一 列 减 去 后 面 的 n — 1 SEA, EE 
是 三 角形 的 ,其 主 对 角 线 积 是 - (n — 1), 即 det(C,)= 
—(n-1). 
对 n 用 归纳 法 来 计算 C, 的 积 和 式 ,C; 的 积 和 式 显 
然 是 2. 假设 n > 3, per(C,,)=n — 2, Mi 
per(C,) = per(C,(1 1 n)) +per(C, (nl n)) = 
l+n-2=n-1 
EPRE X WIRAMA o (X). 
定理 16(Minc ”) 如果 A 是 几乎 可 分 解 的 
n xn,n > 3(0,1) - Rif, Ml 
oo(A) <3(n-1) (2) 
式 (2) 等 号 成 立 当 且 仅 当 4 p - 等 价 于 C, 
证 明 ” 今 4 是 有 形式 (1) Ap - 等 价 于 4 Wii 
阵 , 则 
o(A)=o(A)= 2, 0(E,) = 2, CA) = 
s+(s-1)+o0(A,) =2s -1+0(A,) 
对 nn 用 归纳 法 进行 证 明 . 如 果 4. 是 1 x1 的 , 则 s = 
n,A =I, +P H: 
o(A)=2n -—-1+1=2n <3n -3 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 = 3. 容易 看 出 ,和 矩阵 1; +P, 
p — 等 价 寺 CG. 
按 引 理 5 , 子 和 矩阵 A, 不 能 是 2 x 2 的 . 假设 n - 
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s + 1 宇 3, 则 按 归 纳 假设 
sets -1 eA.) = 
2s —1+4+3((n-—-s+1)-1) (3) 
3n —-s-—1<3(n-1)(Hs 22) (4) 
ch (2) 等 号 成 立 当 且 仅 当 不 等 式 (3) 和 (4) 是 等 
A. BIS HIL s =2 Alo (A,) =3((n-s +1) -1), 
并 且 按 归纳 假设 , 子 矩 阵 A.,( BIA, )p - 等 价 于 C, 由 
此 推出 4 p - 等 价 于 


] ees ] 0 cee 0 
l 
C= (5) 
0 
° Cra 
QO | 


RECREA p — 等 价 于 C,. 注意 :El 和 E, 的 1 必 在 (1， 
2) 和 (2,1) 上 ,因为 ,如 果 E, 有 1 在 (1,7) G23) E, 
则 C =- 五,; 会 是 完全 不 可 分 解 的 , 便 与 C 是 几乎 可 约 的 
事实 相 矛 盾 . (PELE, 没有 1 在 (i,1)(i 宇 3) MELE- 

推论 6 一 个 nxn 几乎 可 分 解 的 非 负 短 阵 至 少 
Au -3n+3 ATNA. 

例 8 证明: 对 任意 的 到 三 3 MWE 2n sN S 
3(n —1) 的 N, 存 在 一 个 有 个 正 元 素 的 几乎 可 分 解 
的 n xn(0,1) — 4R. 

证 明 i Gy 是 所 要 求 的 矩阵 ,如 有 果 N =3(n - 
1) , 取 Gy=C,, 引 理 6(b) 的 矩阵 . WR N = 2n, 取 
Gi =I, + P. 如果 2n <N < 3(n-1). HL 
G, = 
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i 1 0 0, 0 

0 1 Low O73 O 
E 2 258 

0 -= 0 1:3 1 0 

和 PO 

0 3 

: 0 | Ca 

0 : 


其 中 s=3n -入 一 1, 且 左上 角 的 块 是 (s -1) x(s-1) 
的 . 注意 ,3 三 元 -s+1 三 n 一 2. 显然 ,G% 是 几乎 可 分 
MERY, H. 
o(Gy)=2s- 1 +ø(C,.ı)= 
2s —-14+3(n-s)=3n-s-le= 
3n —-1—(3n-1-N)=N 
定理 17 WMR AISLP TAY n x n(0,1) — Fh 
Men S 2, Mi 
‘oo(A) S2(n- 1) 
定理 17 的 证 明 类 似 于 16 的 证 明 . 


6. (0,1) -矩阵 积 和 式 的 界 


在 1 中 ,我 们 介绍 了 子 集 组 态 的 关联 矩阵 及 其 不 
同 表 示 序 列 (SDR) 的 概念 . 在 那里 我 们 见 到 一 个 SDR 
对 应 于 关联 矩阵 的 一 条 正 对 角 线 ,因此 ,一 个 组 态 的 
SDR 的 数目 就 等 于 它 的 关联 和 矩阵 的 积 和 式 . 不 幸 的 
是 ,不 存在 计算 积 和 式 的 有 效 方法 . 一 般 来 说 ,对 大 算 
的 积 和 式 的 计算 ,甚至 使 用 计算 机 也 是 不 可 能 的 . 在 此 
情况 下 ,我 们 应 该 满足 于 求 积 和 式 的 界 . 
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我 们 首先 重 述 Frobenius — Konig 定理 (定理 3)， 
作为 SDR 存在 的 一 个 条 件 . 

定理 18 nn 元 集 的 m 个 子 集 的 组 态 (m Sn) ,有 一 
A SDR 当 且 仅 当 该 组 态 的 关联 矩阵 不 含有 s x (nn 一 s+ 
1 ) 零 子 和 矩阵 ,1] ssm. 

推论 7(Mine ” ) ”如 果 在 一 个 n 元 集 的 m 个 子 
集 的 组 态 中 (mm <n), BE-P FRED m PCR, 
则 该 组 态 有 SDR. 换言之 ,如 果 一 个 m xn (0,1) -7E 
Elm <n) 的 1 个 行 和 大 于 或 等 于 mm, 则 它 的 积 和 式 大 
于 或 等 于 1 

此 推论 是 Frobenius — Konig 定理 的 一 个 明显 推 
论 . PAA, WR REMY PA SK A, WUE A Ts x 
(n-s+1) EFE. Bh FIA FERS An — m4 
MA s < m, WAS WAI. 

关于 组 态 的 SDR AAE — Pe BEY) FFE 1948 
年 由 Halll"! 获得 , 这 里 我 们 按 积 和 式 的 观点 并 以 
Mann 和 Ryser ”首先 提出 的 稍稍 扩展 了 的 形式 来 叙 
WE. 

定理 19 WA ERT RDA AN1 ym xn(0,1) - 
FAME m <n Wi) t > m 时 


| 


Per(A) a roe 
W t<m H. Per(A) > 0 Yt 
Per(A) =t! 


证 明 ”根据 推论 7, 我 们 可 假设 对 一 切 满 足 0 < 

t <n 的 t 值 有 ,Per(A) > 0. Xf m 使 用 归纳 法 ,如果 

m =1,\lllt =m H Per(A) =¢t = — 现在 假设 
(t=-m)! 

m >1 且 对 少 于 m 行 的 一 切 矩 阵 定 理 成 立 . 由 于 4 的 
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积 和 式 是 正 的 ,和 矩阵 不 能 包含 上 x (n -上 + 1) rE 
E. 于 是 4 的 每 个 上 xn 子 阵 至 少 包 含 个 非 零 列 . 首 
先 , 假 设 对 某 个 hh,1 过 下 过 下 一 1.4 有 一 个 恰好 有 元 一 
上 个 零 列 的 h xn FRE, BD Ap - 等 价 于 


1 


(810) (1) 


此 甜 阵 的 前 h 行 的 i 个 元 素 必 包含 在 B 中 ,这 样 一 

来 ,B 的 每 行 至 少 有 i 个 1, 且 1 寺 h<m = 1, 为 外 

Per(A)= Per(B)Per(D) >0 
因此 Per(B) > 0 和 Per(D) > 0, 按 归纳 假设 ,Per(B) = 
i! 从 而 

Per(A) = Per(B) + Per( D) 三 

t! Per(D) >t! 

如 果 4 ANE p — 等 价 于 形 如 (1) 的 一 个 矩阵 , 则 4 的 每 
Nk xn TEEMU sk <m-1) 至 少 有 + 1 个 非 零 
列 , 从 而 4 的 每 个 上 x (n — 1) FREE A k IEF 
列 . 按 定 理 3, 每 个 (m - 1) x (n -— 1) FABRE A(s | t) 
有 正 积 和 式 . 男 外 A(s11) 的 每 个 行 至 少 有 z - 1 1. 


于 是 按 归 纳 假设 
(t-1),4t-lsm-1 
Per(A(sl t)) = (d= 1yi E P TO (2) 
(t-—m)! 


H ts mnh- l Slm- l, t l m At -l Il 
m -= 1. NJE, i & mA 


Per(A) = > a,;Per(A(1 Pio. > ay(t - 1)! = 
j=1 yaa 


(t-1)! Ya, et! 
yet 
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其 中 用 了 不 等 式 也 ay > t 同 理 , 当 ! > m, 有 


n . a | | 
per(A) x >. ay(t—1)t _ 


Ai (i-m)! 


注意 :在 定理 19 中 条 件 Per(A) > 0 是 必需 的 . 即 
使 一 个 mxn(0,1) -和 矩阵 的 每 个 行 和 是 n -1, 它 的 积 
和 式 也 可 能 为 零 . 当然 ,判定 一 个 (0,1) -矩阵 的 积 
式 是 否 为 零 不 是 件 容易 事 ,算出 它 , 其实 需要 (A?) 
次 计算 . 如 果 和 矩阵 碰巧 是 方 的 和 完全 不 可 分 解 的 ， 
则 其 积 和 式 是 正 的 . 但 在 一 般 情 况 下 ,确定 和 矩阵 是 否 是 
完全 可 分 解 的 同 确定 它 的 积 和 式 是 否 为 零 一 样 的 困 
难 . 尽管 如 此 ,关于 完全 不 可 分 解 的 (0,1) - 和 矩阵 积 : 
式 的 其 他 下 界 是 可 利用 的 . 

定理 20( Mine”) MPA =(a;) 是 完全 不 可 分 
解 的 n xn(0,1) — FERE, My 

per(A) =>a(A) -2n+2 (3) 

HEP o (A) 表示 4 的 一 切 元 系 的 和 , 

证 明 ”首先 ,假设 4 是 几乎 可 分 解 的 . 对 n 使 用 归 
纳 法 ,对 于 几乎 分 解 和 矩阵 , 当 n = 1,2,3, 时 ,不 等 式 (3) 
成 为 等 式 , 假 设 当 3 <m < n 时 ,对 于 几乎 可 分 解 的 
m xm(0,1) -和 矩阵 定理 成 立 . 令 己 和 @ 是 置换 矩阵 ， 
使 得 B = PAQ 为 第 5 节 中 的 标准 形式 (1) ,假设 4. 是 
ns xns 的 ,其 中 1 < ns < n, HFA, 是 完全 不 可 分 解 
的 , 按 归 纳 假设 
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per(A,) >a(A,) 2>a(A,) -—2n, +2 


但 n =n-—(s-— l1) 
o(A,)=o0(B) -s-(s-1)= 
o(A) -2s +1 
从 而 
per(A,) >o(A) -2s+1-2(n-s+1)+22= 
o(A) —2n +1 (4) 


El 的 1 位 于 B 的 (1,)) 位 置 , 按 第 1 行 展 开 B 的 积 
式 , 得 

per(B) = per(B(11 1)) + per(B(11 j) = 

per(A,) +1 (用 定理 11) 
因此 
per(A) = per(B) = per(A,) + 1 三 
o(A) -—2n +1 (用 (4) ) 

现在 假设 A 是 完全 不 可 分 解 的 ,但 不 是 几乎 可 分 
解 的 . 则 存在 4 的 一 个 元 素 a, ,使 得 A - 已， 是 完全 
不 可 分 解 的 (0,1) -矩阵 ,如 果 A4 -不 是 几乎 可 分 
解 的 , 则 必 存 在 4 - En, 的 一 个 元 素 a =1, 使 得 A - 
E; -E n, 是 完全 不 可 分 解 的 ,如 此 继续 下 去 ,最 后 必 
能 求 得 一 个 几乎 可 分 解 的 (0,1) - 矩阵 C ,满足 

A=C+ Ş E; 
按 推 论 5 
per(A) > per(C) +m 
把 不 等 式 (3) 用 于 几乎 可 分 解 的 (0,1) -EE C, JE 
意 o(A4)=o(C) +m, BNE 
per(4) >oa(C) -2n+2+m= 
o(A) —-2n+n 
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定理 20 中 所 证 明 的 积 和 式 的 下 界 在 下 列 意义 下 
是 最 好 的 :对 于 每 个 n 三 3 及 每 个 满足 2n < N <3 
(n 一 1) 的 入 ,存在 几乎 可 分 解 的 nxn(0,1) — FMEA, 
(43 0 (A) =N,H per(A) =a(A) -2n +2[26]. 不 
i, WSR 6 eA E ZAE A A, aE FHL 20 
的 界 还 可 以 改进 . Gibson!" 使 用 定理 19 的 Hall 不 等 
式 得 到 定理 20 的 Mine 不 等 式 的 如 下 改进 . 

定理 21 如 果 有 A 是 每 行 至 少 有 1 个 1 的 nxn 完 
全 不 可 分 解 矩 阵 , 则 


per(A) >a(A) —2n+2 4+ > (i! -1) (5) 


证 明 ”对 1 使 用 归纳 法 . 如 果 1=1 或 2, 则 不 等 式 
(5) 化 成 不 等 式 (3). 假设 1 > 3 且 对 一 切 的 上 < 1 式 
(5) 成 立 . 由 于 4 的 每 行 至 少 有 1 个 1. 由 定理 16 得 ,4 
不 是 几乎 可 分 解 的 ,从 而 , 必 存 在 位 置 (p,q) 使 得 a = 
1,B =A -E 是 完全 不 可 分 解 的 . 且 其 每 行 至 少 有 + - 
1 个 1. 按 归 纳 法 假设 


1=2 


per(B) 0o(A4)-2n+1+ Š (i! -1) (6) 


现在 ,per(A)=per(B) + per(A(pl q). 因为 4 是 完全 
不 可 分 解 的 . A(p19) 的 积 和 式 是 正 的 , 且 A(plg) 的 
每 个 行 和 至 少 是 1 - 1, 因 此 , 按 定理 19 
per(A(pl g)) 2 (t-1)! (7) 
最 后 结果 由 式 (6) 和 (7) 推出 . 
作为 这 一 广 的 结尾 讨论 关于 (0,1) - 和 矩阵 积 和 式 
的 上 界 . 这 个 界 值 的 推测 及 在 特殊 情形 下 的 证 明 由 
Minc ”给 出 ,Bregman ”给 出 其 完全 的 证 明 . 下 面 给 
出 的 一 个 优美 的 证 明 属 于 Schrijver”. 从 两 个 预备 结 
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R 


— i + Hs PU 


果 开 始 . 以 7 RIR n x n EEA = (a;) 的 第 i 个 行 和 ， 
即 


全 = 2 ji = hegn 
ysl 
引 理 7 WMR t,t, EAE HSER, Il 
n >: ity 
(二 六 可 MIE (8) 
n k= 


上 式 左 边 指 数 的 求 和 号 指 对 大 从 1 到 nn 求 和 并 约定 0 
表示 1. 

AS 5 | FRE pk RE xlog x 的 凸 性 的 一 个 直接 推论 . 因 
为 


(TEn) ts( È n) < EF t log t, 
ERARA n 后 再 取 指 数 即 得 式 (8). 
引 理 8 设 A = (a;) 是 有 正 积 和 式 的 nxn(0， 
1) 一 矩阵 ,S 是 对 应 于 4 的 正 对 角 线 的 置换 的 集合 . 即 


O ES “AMS [Ias = 1 WA 
i=l 


I] I] (per(A(z| k) ) mn eh 2 


‘=I ak =1 


[I [[ per(AG! o.,)) (9) 


gest 


Tew" = I Ig (10) 

证 明 ”对 于 给 定 的 上 ALA, 在 式 (9) 左边 因子 
per(A(il k)) 的 个 数 当 a; = 1 AYE per(A(il k)), # 
则 是 0. 而 在 式 (9) 右边 因子 per(ACil k)) 的 数目 等 
FS 中 满足 o; = 上 的 置换 er 的 个 数 . 该 数 是 per(A(il 
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k)) 或 者 是 0 按 aj =1 Ma, =0 而 定 . 

不 难看 出 ,对 于 给 定 的 i, 式 (10) 两 边 因 子 7 的 个 
数 都 是 per(A). 

定理 2 设 A=(a,) 是 行 和 为 7 ,…,r, 的 nx 
n(0,1) — FERE, MI 


per(A) < JJ C! ) 5 
WERA ( Schrijver ™ ) Xf n 用 归纳 法 . $e 5) FE 7 
(per(A))""” = = JI (per(4))" TY 


[| ( > a,per(A(i | k) ) Y ayPer(A(ilk)) x 
i=l k=] 


lier I] per A(i | py esne] 
进而 , 按 定 理 19 
(part Aj YP E BEK I) (JJ per A | o;) )) 


现在 对 每 个 A(il o,) 应 用 归纳 假设 
[TperAtil o,) < II (Me x 


(I [加 ~ Y= 


j 


SIEG =1)! Wn) 


Mig 


114 


lo! a! wn 
上 面 第 一 个 等 式 成 立 刚好 是 交换 乘法 次 序 的 结果 ,第 
二 个 等 式 由 计算 因子 地! 5 和 因子 (7; - 1)! WT 的 个 
数 得 到 的 . 显然 ,对 固定 的 go Mj WE Aj 和 ar =0 
的 i 的 个 数 是 n -r HL i Aj 和 ar = 的 i 的 个 数 是 
r,- (AX ap, = 1) 因此 


n 


(per(A) )™"™ < Hc) (lr! at x 


TES i=l] 


n n 


(r;-1)! ))=JT[(]]Jx! 4) = 


oes p= 1 


n 


( [| r, | ar i anii 


i=] 


从 而 得 出 所 需 结论 . 
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WS AL AE 


第 三 编 ” LL E 


定义 与 早期 结 采 


q oo > 


本 草 人 研究 双 随 机 矩阵 , 这 是 在 数学 
和 物理 科学 的 许多 贸 i 性 代数 、 不 
等 式 论 .矩阵 组 合 论 AAAS .概率 论 , 物 
理化 rei ZEAE Hi FE 
p. 

EX1 实 和 矩阵 称 为 拟 双 随机 的 ， 
如 有 果 它 的 每 个 行 和 与 列 和 都 是 1. 非 负 的 
拟 双 随机 和 矩 阵 称 为 双 随 机 的 . n x n 双 随 
机 和 十 阵 的 集合 记 为 CQ,. 

显然 , 拟 双 随机 和 矩阵 必 是 方 的 ,从 定 
义 可 得 ,n x n FPE A 是 拟 双 随机 的 当量 
仅 当 1 是 4 的 特征 值 (1,…,1) 是 A4 和 A 
的 对 应 于 该 本 Sf (AE FE 这 样 , 非 
fin x n FER A 是 双 随 机 的 当 且 仅 当 

AJ, =J,A=J, 
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其 中 也 是 一 切 元 素 是 一 的 n x n ZERE. 


我 们 从 Kaing“ 和 Schur ™! 的 两 个 有 趣 的 早期 结 
果 开 始 讨论 . 

定理 1( Ksnig* ) ”每 个 双 随 机 和 矩阵 都 有 正 对 角 
线 . 

证 明 WRA e Q, 没有 正 对 角 线 , 则 4 的 积 
TMA, Mite Frobenius - Kinig 定理 ,存在 置换 矩 
Me P Al O 使 得 

B C 
Pael a 
EHE TAKERE p xg 的 ,p +g =n+1. 邻 o(X) 
表示 和 矩阵 的 元 素 的 和 , 则 
n=o0(PAQ) >o(B) +a(D)= 
p+tq=n+] 
这 个 矛盾 证 明定 理 成 立 . 

HWI 双 随 机 和 矩阵 的 积 和 式 是 正 的 . 

定理 2(Schur”) i H = (h,) 是 有 特征 值 
A, A, Win xn IRRE, JFE Rh = (hy, +h)” 
和 和 = 《Ai,…,A,) , 则 存在 双 随 机 和 矩阵 $, 使 得 h = 
SA. 

证 明 令 U=(u;) 是 西 矩 阵 ,使 得 

H = Udiag(A,,°*,A,)U° 
则 
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Hh S, 1 u, lit =1,---,n. 显然 ,n xn FAK S = ( 3.) 
是 双 随 机 的 . 结论 得 证 . 

定义 2 (1)nxnHiPEA =(a,) 称 为 正 交 随 机 的 ， 
如 果 存 在 ( 实 ) EXER T = (与 ) 使 得 o = Gj = 
ln). 

(2)n x n FERRE A = (a,) PY Schur 随机 的 (或 西 
随机 的 ) , WER TE Pa IM U = (Cu, ) ,使 得 对 一 切 的 i 
Aj A a, =! MiA 

定理 2 的 矩阵 S$ 是 Schur 随机 的 . 显然 ,每 个 正 交 
随机 和 矩阵 是 Schur 随机 的 ;每 个 Schur 随机 定 阵 是 双 随 
机 的 . 反之 ,并 非 每 个 双 随 机 矩阵 是 Schur 随机 的 ,也 
并 非 每 个 Schur 随机 矩阵 是 正 交 随机 的 . 

例 1 (1) 双 随 机 和 矩阵 


— CO —_ 


] 
阵 ,使 得 a, = Ui; | "ijs l Asa). plij Wii = Uz = U33 = 0. 


— ] — —s Sa 
但 由 于 wa 和 uy RA A Un te 十 Uj Ug) 十 Ugl = 


unun 关 0, 这 样 ,0U 不 能 是 西 的 ,A 不 是 Schur 随机 的 . 
(2) 双 随 机 和 矩阵 J, 是 Schur 随机 的 ,因为 , 如果 
U ={ li) 是 丁 和 矩阵 


其 中 9 是 1 的 三 次 原 根 , 则 1 好 | = 二 ,对 一 切 的 


i 
3 
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然而 ,J 不 是 正 交 随机 的 ,因为 如 采 卫 = (1) EK 3 x 
A 2 ] >% 
3 FERE [EIS t; =a Xf—- JAY ij. WW) t,t.) + toto + tibs 


不 能 为 零 ( 它 等 于 - 1, 或 -二 ,或 3 ,或 1) ,从 而 ,7 不 
FE IE AC HY. 

我 们 指出 , BL AB RERS BPE IE. 

引 理 1 双 随 机 和 矩阵 的 积 是 双 随 机 的 . 

因为 ,如 采 A 和 B 是 双 随 机 n x n EE, (从 而 
AJ, =J,A= BJ, = J,B = J), 则 它们 的 积 是 非 儿 的, 并且 

(AB)J, =A(BJ,) =AJ, =J, 
1,(AB)= (J,A)B =J,B = J, 

因此 ,4B 是 双 随 机 的 . 不 难看 出 ,结论 对 于 任意 个 双 随 
DL AB PE RI FR XZ. 

定义 3 Ain-2P EMMA CRS F 1 的 对 称 双 
PEHL n x n FE RENY AUSE N BENLE RE, 换言之 ,A = 
(aj) e OEREN , WRI ESER stl Ss <t 
n, LA OMEO <0 <1,a, =a, =1 =- 0,0, =a, =0, 
其 余 lj = 6;. 

由 引 理 1 可 以 得 到 初等 双 随 机 和 矩阵 的 积 是 双 随 机 
的 . 然而 ,其 逆 不 页: 并 非 每 个 双 随 机 和 矩阵 可 以 表示 为 
初等 双 随 机 和 矩阵 的 积 . 例如 , 例 1(1) 的 双 随 机 和 矩阵 A 
由 不 是 初等 双 随 机 和 矩阵 ,也 不 是 这 种 矩阵 的 积 . 

可 约 的 和 非 本 原 的 不 可 约 双 随机 和 矩阵 有 特殊 的 结 
构 性 质 . 

定理 3 可 约 的 双 随 机 矩阵 同步 于 双 随 机 和 矩阵 的 


HAM. 
ERA ” 设 A 是 可 约 的 n xn BEILE RE, WU A 同 
AG PI FE 
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X Y 
tela 7 
HP X 2b k TTT PE Z 是 n -k WIRE PR Be NB 
机 的 . B HINI k UNTO AM k, HEREZ HER 
TOR 1 te X H. 因此 


o(X)=k 
同 理 , 考 虑 B 的 后 n -— k fy, Ay DAE 
o(Z)=n—-k 


但 n=o(B)=oa0(X) +a0(Y) +a(Z) = 
k+oa(Y) +n-k=n+a(Y) 

因此 a(T)=0 
于 是 Y=0 
RI A 同步 于 B=X+Z, 其 中 站 和 2Z 显然 是 双 随 机 的 . 

在 上 面 的 证 明 中 ,大半 和 Z 之 一 又 是 可 约 的 , 则 它 
电 同步 于 一 个 双 随 机 和 矩阵 的 直 和 . 由 此 得 出 下 面 的 结 
ie. 

推论 2 ”一 个 可 约 双 随 机 和 矩阵 同步 于 一 些 不 可 约 
A BEAL A ME HY HAN. 

推论 3 WBA HLA MERAY TD PC FE 1 的 初 
等 因子 是 线性 的 . 

同样 可 以 证 明 下 列 关 于 部 分 可 分 解 的 双 随 机 和 窍 阵 
的 类 似 结 果 . 

推论 4 ”一 个 部 分 可 分 解 的 双 随 机 和 矩阵 p — 等 价 
于 一 些 双 随 机 和 矩阵 的 下 和 和. 

推论 5 一 个 部 分 可 分 解 的 双 随 机 和 矩阵 p - 等 价 
于 一 些 完全 不 可 分 解 的 双 随 机 和 矩阵 的 下 和 |. 

下 列 属于 Marcus, Mine 和 Moyls'” 的 定理 ,描述 
了 非 本 原 不 可 约 的 双 随 机 矩阵 的 结构 . 
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定理 4 设 4 是非 本 原 性 指标 为 疡 的 不 可 约 双 随 
HLE RE, MI h BR n, HIERE A HF FIE EXT HIRIE 


0 A, 0 

0 0 A, : 0 

a OSEA (1) 
0 0 ami 0 re 

A, 0 0 0 


其 所 有 块 剖 是 (nAh) WIT PE. 

证 明 A 同步 于 (1) 形 的 分 块 矩阵 ,其 主 对 角 线 
上 的 零 块 是 方 的 . 显然 , 块 A1; An, Apt An DE 
是 双 随 机 的 ,从 而 是 方 的 . 但 这 又 推出 主 对 角 线 上 的 雪 
块 有 相同 的 阶 ,结论 于 是 得 证 . 

推论 6 一 个 双 随 机 和 矩阵 p - Se THES 
阵 的 下 和 . 
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Littlewood 和 Polya 定理 


Hr SO ARE 


我 们 引入 下 面 的 符号 ,如 采 r 
(rm ) 是 一 个 实 元 元 系 组 , 则 r”= 
(mm ) 表示 按 不 增 顺 序 重 新 排列 
的 到 元 数组 rm Soe Sry. 

定义 1 JE n TAH B= (B, 
B23 Bn) 称 为 优 于 非 负 元 数组 a = 
(aiaa Qn) WIE a < B. 如 果 对 于 
k=1,=-,n-— 1 

a +a, +--a, 2B tE +h 
H. 
a, + ay taa =P, +p, + "+t 

EEH n TORCH AY PEPE” xei 
域 中 一 个 重要 而 优美 的 并 在 不 少数 学 领 
域 有 了 众多 应 用 的 结果 归功 于 


i (22) 
Muirhead’ 一. 
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定理 1 iC =(c,,°,c,) en TIEMAsa = 
(a,,°**,@,) ALB =(B,,°**.B,) ten TUE WA 1 
A(c) 和 B(e) xen xn 和 矩阵 ,它们 的 (i,j) 元 数 分 别 是 
Cw! ALCP’ Tl a <B, 当 且 仅 当 对 于 一 切 正 寺 元 数组 C 

Per(A(C)) < Per( B(C) ) 

定理 1 的 证 明 延 后 到 本 节 末 . 

Hardy , Littlewood 和 polya 把 Muirhead 定理 推广 
到 任意 元 非 负 数组 ,并 且 还 证 明了 下 一 结 来 . 

定理 2 设 a 和 BB 是 实 的 n 元 非 负 数组 , 则 a < g 
当 且 仪 当 存在 一 个 双 随 机 nn x n EE S ,使 得 

a = SB 
首先 证 明 下 列 两 个 引 理 . 
引 理 1 如 果 aw=(al, a,n) MB = (Bi, Ba) 


是 nn 元 非 负 数组 , 则 
>》 af, < Yapi (1) 


证 明 ”不 失 一 般 性 ,可 令 =e" RRITA 

# < tB, <B, il 

(aß, + a,B,) - (aß. + a,8,) = (a, -—a,) x 

(B. -B,) 20 
换言之 , 当 对 换 B, 与 B, 时 , 式 (1) Aim AREA. 
经 有 限 次 这 样 的 对 换 后 将 得 到 式 (1) HY A. 

引 理 2 设 大 和 天 是 正 整 数 , S nje, Cys 
vd 是 非 负 数 , 满 足 c < 1,0 =1 


a 


2 G=kAd, >d 2 Sd, 20 
t=] 


n k 
则 ded = Dd, 
i=] 


tal 
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CE 


S 


Fici SG LF 


个 引 理 直观 上 几乎 是 显然 的 . 尽管 如 此 ,这 里 我 
Reed 


证 明 ”我们 有 
Sa, 一 yo D -—c,)d, 一 
; Gd, = 
Sa —c,)d, 一 全 ell x = 


t=k+] 


d,(k — Ee) =y x ci = 0 


定理 2 的 证 明 : 令 a =5B ,不 失 一 RHE, az æ“. 
it k {ER serial <k<n, Ill 


k n 


$ a; > 2, SB; = LP CyB; 


=| =f j=] 


其 中 性 -> 8 筷 1, 并 且 由 于 > oj 是 双 随 机 和 矩阵 的 


前 大 行 元 素 的 和 ， > cy = k. 按 引 理 1 和 2 


< < 之 op S ÈR 


j=l {= y= 


因此 ,对 = | ws yf = ,有 


然而 
a 2 2, SiBi = 
Da i 2B; 
所 以 ac < B. 
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现在 ,假设 a <B. 要 证明 存 在 一 个 双 随 机 年 阵 S， 
使 得 Qa =SB. 显然 ,只 要 对 攻 个 S$ e 2, WEH a” =S 
wis T. AA, WR a” = Pao AB =OB, HP AQ se 
EMER, I a = (P SC)B8,P SO e 2, 因此 可 以 认为 
a =a" 和 B=B ,假设 8 关 B , 称 B”-a ”所 对 应 的 
非 堆 数 为 与 B 的 偶 离 ,并 以 8(a,B) 记 之 . ANa? 


B ,显然 8(a,B) > 2. 由 于 (a, -Bi)=0, 且 不 是 一 


MRENE , 故 茶 些 差 是 正 的 而 东 些 差 是 负 的 . 设 1 
是 使 得 a，> B, 成 立 的 最 小 下 标 ;s 是 小 于 /上 E a, < 
B, 成 立 的 最 大 下 标 . 于 是 ,有 
@; < Bus = Posy sii si +O, > B, (2) 
设 5 是 初等 双 随 机 nxn 甜 阵 , 在 (s,s) A(t, t) 元 
AA O,FE(s,t) 和 (1,s) AA 1 - 9, 则 
($1B), = 6B, + (1 - 6)B, 
($B),= (1 -@)B, + 9B, 
(S18); =B; 
对 一 切 别 的 i 选取 9 的 两 个 全 如 下 
_(a,-B,) , _ (B-a) 
(6,-R2"" 《有 一 局) 
Hi FB, >a, 2a, > B,,01,0, 虱 在 区 间 (0,1) 内 ,如 来 
0 = 91, 则 
(SB), =a,,(5,8), =B, -a, +B, 
如 果 9 = 0, I 
($1B),=B, — a, +B,,(S,B), =a, 
从 而 在 这 两 种 情况 下 ,只 要 SB =S)’ ,a 与 $B 的 
(ii AB/IF O(a ,B). 40 =0, AY, WAR 
Bis Z P: - a, +B, = Biss (3) 


0 
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当 0 = 0, 时 ,如 果 

Pei # 8, 三 (4) 
则 成 立 SB =(S,B)". HB, + (B,-o,) >B, = Bi, 
MB, - (a, -B,) < Bs SB... RG) 右边 的 不 等 式 和 
(4) 左边 的 不 等 式 显 然 成 立 . 假设 式 (3) 左 端的 不 等 
式 不 成 立 , 即 

Pi <P, —@ +p, 

则 


Q, 2 A; = Bsa 
从 而 式 (4) 成 立 . 类 似 地 可 以 证 明 ,如 果 (4) 的 右 端 不 
等 式 不 成 立 , 则 式 (3) Ac sim AS SS Me. 总 之 可 以 推 
出 ,适当 选取 0 = 0, 或 9,, 有 
6(a,$B) <la, B), a< SB 和 和 (SIB) =S,B 

继续 使 用 相同 的 方式 , 便 可 求 得 一 序列 的 双 随 机 
和 矩阵 S, tS, ES BS (a, S, Sg +S B) H, 即 
a =SiS4_1…S1B. FES S = SS Si ,并 按 第 8 章 引 理 
1,S 是 双 随 机 的 . 

定理 2 的 证 明 方法 ,可 用 下 面 的 例子 加 以 说 明 . 对 
于 给 定 的 满足 a < B 的 5 元 非 负 数组 a 和 有 , 求 一 个 
“平均 ” 双 随 机 和 矩阵 S, 使 得 a = SB, 本 例 也 证 明 除 
(SIB) =SB8 外 以 SB 代 巷 BB, 仿 离 可 能 不 减少 . 

Bll 设 a=(9,6,5,4,4),B=(10,10,5,2,1), 
则 a < 8B, 求 一 个 双 随 机 和 矩阵 $ ,使 得 a = SB. 

使 用 前 一 定理 证 明 的 记号 ,有 t=4,s=2 令 
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i 0 0 0 0 
0 0 0 1-80 
Si ED 0 1 0 0 
0 1-00 0 0 
0 0 0 0 1 


GAO = 0, = > = = 5 , 则 (SiB,)= (S\B), = 


6,5,8 = (10,6,5,6,1). FÆ(SB) = (10,6,6,5, 
f- TA 3 
1 ) ,6(a,8,8)=8(a,B) =4. FAO =0, = B,-B, 4” 
则 (SB )， = Sa, =4,51B = {10 6.5 444 De 此 时 ， 6(a, 
SB)=3 < 6(a,B). 当然, 一 次 出 现 俩 离 的 减少 是 由 
定理 保证 的 . 
将 此 过 程 继续 下 去 , 令 


] 0 0 0 0 
0 0 0 0 1-9 
S, =|0 0 1 O 0 
0 0 0 | 0 
0 1-0 0 0 0 
R a, — (SB); 
= Time See 则 SS, = 10. 
SB ja 
53 38 0 = 以 = Ba 4 espero 


($1B), 7 ($1B); 7 
5,5,4,4) JF AMF 6 的 这 个 选 值 , A la, SSe) = 
2 <6(a,S,B). 
最 后 ,我 们 令 


ci SUBD AE E 


和 0 = 0% = =, I) S,S,5,B =(9,6,5,4,4) =a, Alte = 


$B ,其 中 
112 12 0 4 12 


28 48 O 16 48 

S =S,8S,S, 0 0 140 0 0 

0 35 0 105 0 
0 45 g 15 80 

现在 着 手 证 明 在 Hardy, Littlewood 和 po’lya 的 更 
一 般 形 式 ( 见 定理 2 前 面 的 注 ) 下 的 定理 1. EFP FAB 
假设 仅 为 n 元 非 负 数组 . 我 们 需要 下 列 引 理 . 

引 理 3 WC = (eme) on GERAD = 
(Bis Ba) 是 元 非 负 数组 . 令 了 是 初等 双 随 机 和 矩阵， 
TB =a =(a,,°**,@,)3;A(C) MBC) 是 同 定 理 1 中 一 
样 定义 的 矩阵, 则 

per(A(c)) < per(B(C)) 

证 明 ”不 失 一 般 性 ,可 以 认为 

0 


T=| 
|- 


i B ý F 本 
0 


则 | 
per(B(C)) - per(A(C))= 


B3 B2 
之 Cris)" CFs ny Got, eS (2) ~ 


TES 


OB) +(1-@)Bo a a +B By, 
C ; x Ga = 4 Cia ‘City CCA. CRs a 


g (2) r 
fas x Coa E 
从 而 
2(per(B(C)) — per(A(C))) = 
» C3. “CP ti _ Ca -0 ) B> x 
ol(3 Un 


TES, 
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1-08 +682 (1-6) +082 0B) + (1-0) B> 
B2 Br = 
Cr ati) Ce r(2) + CF ij Garey J 
B3 Bn 8(B1-B2) _ PEB- N. 
È Cio Cin Co Co ay i Coit) C702) ) 


(CPO — t 2g 
推论 1 设 c,B6,4(C) ABCC) 如 同 引 理 3 中 一 样 
地 定义 ,如 果 S5S e N, 是 初等 矩阵 的 积 , 且 a = SB, Il 
per(A(C)) < per(B(C) ) 
定理 1 的 证 明 : 设 a 和 B 是 按 不 增 顺 序 排列 的 n 元 
非 负 数组 . 如 果 a < B, 则 按 定 理 2a = $B ,其 中 5 是 初 
等 双 随 机 矩 阵 的 积 ( 见 定理 2 的 证 明 . 从 而 按 推论 1 
per(A(C)) < per(B(C) ) 
为 证 其 反面 , 设 a 和 B 是 给 定 的 , 且 对 一 切 n 元 正 
数组 C = (cl,…,c,), 有 
per(A(C)) < per(B(C)) 
Bcc, =G 二 =e, =x > 0, 则 
per(A(C)) =nl yx" < per(B(C)) =n! ae 


其 中 3(y,m)= Y, yi FIE, 对 一 切 正 数 x( 可 大 于 1 也 
可 小 于 1)xxem a, 于 是 


ya 一 vB, 
j= j=! 
$B Skan- Bpa = = =4, = 
y > 1,c EC =o =e, = 1. Ml 


per(A(C)) =a" + (E S( ak) 次 数 低 的 项 ) 
per(B(C)) =by"" + (LU S(B,k) 次 数 低 的 项 ) 
其 中 a Al b ae hy Be. 但 ,对 一 切 y 
per(A(C)) < per( BCC) ) 
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因此 ,对 充分 大 的 y, 必 有 
elias < ge 
由 此 即 得 
Nak) < Np, 
BUX A H=1,2,--,n -1 
Oi +a, +° +a, SB, +B, ++ +B, 


所 以 a < B. 
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Birkhoff 定理 


FUTE ST ZA XM BE OL FE Me FH ee AY JF 
Birkhoff 定理 于 的 一 个 基本 结果 . 
定理 1 n xn 双 随机 和 矩阵 的 集 组 成 


换言之 ,如 果 A e 02,, 则 


A= > 6,6,P, (1) 


j#l 


其 中 P, pe, P, BEM, H 0, 是 满足 
yb = 1 的 非 负 数 


证 明 ”对 A PERKA% (A) 
使 用 归纳 法 ,如 果 7(4)=n, 则 A 是 置换 
答 阵 ,从 而 定理 成 立 (s = 1). 假 设 7(4) > 
n, HX Q, PEDF r(A) PIER MN 
一 切 矩 阵 定理 成 立 . 按 第 8 AE HHL, Ha 
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阵 4 ARRERA aoaaa Aotmn) ;其 中 
o eS, P= a ) 十 置换 o RKE P iE 
(o(i) ,Di=1,…,n CRA 1 的 置换 和 矩阵). 令 ao = 
minja, | =a. 显然 ,0 <a < 1, 因 为 a=1, 给 出 4 的 
(o(i) ,i 元 系 为 1(i=1,…,n), 从 而 4 置换 和 矩阵. 此 
外 ,由 于 a 的 极 小 性 ,A - aP 是非 负 和 矩阵 . 我 们 断言 矩 
a 


B= (b; = T G aP ) (2) 
是 双 随 机 的 . 事实 上 


n 


n 
Dij = 
jal | 


ie l-a 
( >》 a;) — af 2 Pa) 
j=l j=l 7 
l-a 
i L=ĵ n 
| = , 3 


同 理 可 证 


F eer d= 1 a 
现在 有 ,m7(B8) <7(A) -1, 因 为 召 在 4 有 和 雪 匹 的 一 切 
Mma FAA, HEA Paun = 0. 故 按 归 纳 假设 


B = Lye, 


其 中 P EFE, y 三 0J = 1,…,s = 1, 且 Dy = 


1. 但 是 ,由 式 (2) 
A=({l en ee 


da —a)y,;P,) + aP = 
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光 恋 换 与 Van der Waerden 猪 相 


D0,7, 
j=] 


其 中 0 =(1 二 | = 1) ,0 =a Fil p, =p, ip 

而 易 见 ,9, 是 非 负 的 . 剩 下 还 须 证 明 y 6 = 1 ,但 不 难 
j=l 

算出 


Ya =( DC -a)y;) 十 《1 二 


(1 =a}{ È ¥;) +a= 
(l-a) ba =] 

令 A; 表示 每 行 和 每 列 中 有 个 1 的 h 阶 (0,1) - 
矩阵 的 集合 . 这 类 和 矩阵 出 现在 许多 组 合 问题 中 . 如 果 
A eA', 则 A/E 显然 是 双 随机 的 . 由 于 这 个 缘故 ,A 中 
的 矩阵 通常 称 为 双 随 机 (0,1) - 4ER. 

下 面 是 属于 König” 的 关于 双 随 机 (0,1) - HP 
类 似 于 定理 1 的 一 个 结果 . 从 历史 观点 来 看 ,Konig 的 
结果 先 于 Birkhoff 的 定理 . 

定理 2 WEA e A‘, I 

A=} FP, (3) 
其 中 P, 是 置换 矩阵 . 

定理 2 的 证 明 是 相当 直接 了 当 的 , 它 跟 随 定理 1 
的 证 明 思 路 . 

Birkhoff 定理 引出 下 面 两 个 令 人 关心 的 组 合 问 
题 . 

(i) 一 个 给 定 的 双 随 机 矩阵 能 以 多 少 种 方式 表示 
为 (1) 的 形式 ? 

(ii) 在 一 个 双 随 机 和 矩阵 的 一 切 可 能 的 形 如 式 (1) 
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的 表示 式 中 置换 矩阵 的 最 少 个 数 是 什么 ?换言之 ,其 
凸 组 合 等 于 4 的 置换 矩阵 的 最 少 个 数 B(4) 是 什么 ? 
这 两 个 问题 都 很 难 , 关 于 问题 (i) 实际 上 可 说 坚 
无 所 知 . 问题 (ii) 由 Farahat 和 Mirsky ”提出 ,并 获得 
了 关于 数 B(4) WKH EH. 
关于 B(4) 的 第 一 个 上 界 由 Marcus 和 Newman 给 
出 ,他们 用 定理 1 的 证 明 中 使 用 的 过 程 进行 推导 . 
这 个 过 程 是 从 给 定 的 n xn WENERA 中 一 个 接 一 
个 地 “扣除 ”置换 矩阵 的 数量 倍 . 使 得 每 扣除 一 个 附 市 
产生 鞋 少 一 个 零 元 索 , ILE HK, ALIAS F n(n - 1) 
个 这 样 的 步骤 之 后 ,所 得 双 随 机 和 抢 阵 恰好 有 “SEA 
元 素 , 即 为 置换 矩阵 . 因此 ,A 是 至 多 n(n -1) +1 个 置 
PE MEZA A. 由 此 推出 ,对 任意 的 4 el, 
B(A) Sn, -n +1 (4) 
然而 ,我 们 将 会 见 到 . 对 任意 的 4 e NQ, n > 1 时 , 式 
(4) 中 的 等 号 不 能 成 立 . 下 面 的 界 改 进 了 式 (4) 中 的 
Rr. ) 
定理 3 WFA e 02,, 则 
B(A) <(n-1)* +1 (5) 
证 明 on xn 实 矩 阵 的 线性 空间 的 维 数 是 六 关于 
n xn 双 随 机 和 矩阵 的 行 和 与 列 和 有 2n 个 线性 条 件 . 但 这 
些 条 件 之 中 , 仅 有 2n -1 是 无 关 的 ,这 是 因为 矩阵 的 一 
切 行 和 的 和 必 等 于 它 的 列 和 的 和 . 因此 
dim Q, =n? - (2n-1)=(n-1)’ 
H.H Caratheodory 定理 (例如 见 [20]) 推出 . 每 个 矩阵 
A e N, 都 在 (n -1) ”+1 个 置换 矩阵 的 凸 包 中 . 所 以 ， 
B(A) 不 大 于 (n -1)* +1. 
我 们 现在 考虑 不 可 约 双 随机 甜 阵 , 并 用 非 本 原 性 
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指标 改进 式 (5) 中 的 上 界 . 我 们 首先 需要 下 列 预 备 结 
果 
定理 4(Marcus，Minc 和 Movyls …” ) 设 S = 


> 5,, 其 中 S; 三 VAE = l gtr" gil) , 出 
E 


B(S) < ¥ a(S, aged (6) 
证 明 Afm AVIA. Ym =2 时 ,我 们 必须 证 
明 
B(S, +S) <B(S,) +B(S,)-1 (7) 
zs, = Z OB. „S, = È 00. 其 中 P,Q 分 别 是 
n, Xn, Allin, X nz wc IE 0 < 0, <68°" SB, 


0 <Q, tm do Sy, A= dm E= L kakr = 
i=l j=l 


B(S,),s =B(S,). 我 们 对 r +s 使 用 归纳 法 . WMR r + 
$52, 则 S$, =P,,S, =@,,8, +S = +0, Fa 
者 是 置换 矩阵 ,因此 式 (7) 成 立 . 现在 假设 r+s > 2,48 
失 一 般 性 ,不 妨 设 0, < e, 

S, +8, =0,(P, +@2,) +(1-6) x 


Cd td + 
ere + S e0) 
显然 


Lo? E 2, 


pi — 9, Pr 
+5 “Ge 
| - 9, “i 2 l -g2 = a 
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这 样 就 有 
S, +S, =0 (P, +0,) +(1-90)R 
其 中 民 是 两 个 双 随 机 和 矩阵 的 直 和 ,它们 中 第 一 个 是 r=- 
1 个 置换 矩阵 的 凸 组 合 . 第 二 个 是 ;个 置换 矩阵 的 是 组 
合 . 因此 ,将 归纳 假设 用 于 R 得 ,B(R) <r+s-2, Am 
BCS, +S,) Sr+s-1 
这 给 出 m = 2 时 定理 的 证 明 . S m > 2, 且 假设 对 
于 m -1 个 矩阵 的 直 和 定理 已 成 立 . 则 


B(S)=B( 2 Si) < 
Bl ys,) AS Jj -1< 
DBCS) = (m-1) +14 6¢S,) -1= 


¥ B(S,) -m+ 1 


JẸ 5( Marcus, Mire 和 Moy’ s' 3) WRA 是 有 
韭 本 原 性 指标 的 不 可 约 双 随 机 n x n SERE , 


B(A) shg- D’ +1 (8) 


证 明 ” 按 第 8 章 定 理 4, 指 标 h BR. A n= gqh. 
设 R 是 (i,j) 位 置 元 素 为 1 的 nxn BME, H i,j 
满足 i —j = g(mod n). 设 P 是 置换 矩阵 ,使 得 PAP 是 
在 对 角 线 上 具有 1 WHIA, An, AnA 的 
Frobenius 型 , 则 

PAP'R =A,, + Aj, + +A, ,1, + An 
从 而 按 定 理 4 
B(A)=B(PAP'R) < 
B(A,) +B(Ax) + + BCA, 1) + 
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B(A,, ) =h F | 
但 按 定 理 3 
B(Az,,) S (q-1) +1,i=1,,h—1 
B(A,,) < (q - Ly? #1 
因此 
B(A) <h((q-1)? +1) -h+1 2 


i =1} 41 
上 一 结果 与 推论 6 一 起 使 用 可 对 B(4) 提供 一 个 
比 直 接应 用 公式 (8) 所 得 估计 更 好 的 估计 . 这 一 点 可 


用 下 面 的 例子 加 以 说 明 . 
例 1(Marcus,Minc 和 Moyls"”) it 


TP | E 0, 
S 0, 
其 中 S= 人 7 | .0, 表示 1 xt EH. 估计 B(4) 的 


公式 (5) 给 出 
B(A) = (8 -—1)* +1=50 
此 外 ,我 们 注意 到 ,4 具有 上 对 角 线 块 型 且 JS 是 正 
的 ,从 而 ,4 是 在 非 本 原 指标 2 的 不 可 约 和 矩阵 . 于 是 由 
式 (8) 得 
B(A) <$- 1) +1=19 


现在 ,置换 4 的 行 和 列 , 使 它 变 成 J, +S. 再 进一步 置 
MITS EERE J, +J +h =Ji+tJ +J +h, H 
此 , 按 定 理 4 

B(A) SB(J,) +BU,) +B(T) + 


142 


第 三 编 。 双 随机 矩阵 


B(J,) -4+1 (9) 
把 定理 3 直接 用 于 J 得 到 B(J,) < 10, 从 而 式 (9) 给 
出 
B(A) <11 
不 过 ,由 检验 易 知 B(J,) = 4. 于 是 , 式 (9) 又 给 出 
B(A) <5 
不 难 证 明 ,实际 精确 值 B(4) = 4. 
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双 随 机 短 阵 的 进一步 讨论 


JEH FE RE AI at EE a AY “4 AM AE 
he 阵 是 广义 置换 矩阵 ,由 此 得 , 双 随 机 和 矩阵 
H HIDE ELBE DLAI 1 HAX HAE E iE E E 

阵 . XI FAA BL E — AEA TY 
| | 结果 成 立 . 
SIE 1 非 奇 异 的 拟 双 随机 矩阵 的 
逆 是 拟 双 随机 的 . 
EL 特别 地 , 双 随 机 和 矩阵 的 逆 是 拟 双 随 
机 的 . 
WEAR A 是 非 奇 异 n xn 拟 双 随 
机 和 矩阵 , 则 按 4 的 双 随 机 性 有 
J, =J,1, =J AA` =J, A` 
J,=1J, =A 'AJ, =AÏJ, 
FLA 4” 是 拟 双 随 的 . 
下 一 推论 是 上 述 引 理 的 直接 结果 . 
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推论 1 如 果 A 和 站 是 n xn 双 随机 和 矩阵 ,上 且 站 是 
非 奇 异 的 , 则 XA4X” 是 拟 双 随机 的 . 

当然 ,推论 1 中 的 和 矩阵 X4X ”不 一 定 是 非 负 的 . 此 
aà ee 是 双 随 机 的 且 存 在 非 奇 异 和 矩阵 站 ,使 得 

”是 双 随 机 的 , 则 XX 可 能 不 是 双 随 机 的 甚至 不 是 
lps 例如 :如 果 4 = 了 , 则 站 可 以 是 任意 的 非 奇 
AJ n x n ERE. 然而 ,如 果 有 4 盔 巧 是 不 可 约 的 , 则 下 列 
有 些 意 想 不 到 的 结 来 成 立 . 

定理 1( Marcus, Minc 和 Moyls: 2) 如果 A 是 不 
可 约 的 双 随 机 n x n Ral, H. B =XA4X ”是 双 随 机 的 ， 
则 天 是 拟 双 随 机 矩阵 的 数量 倍 ,而 且 ,存在 双 随 机 矩阵 
Y 使 得 YAY ' =B. 

WERA i J ee eR 1 的 矩阵 , 是 以 r (M) 
表示 和 定 阵 M WB i 个 行 和 , HF XA = BX, 我 们 有 
XAJ =BXJ, 从 而 ,XJ = B(XJ). 但 XJ 的 每 列 等 于 nn 元 
数组 (着) = (r,(X) ,r,(X) 0,7, X) ). 这 样 就 有 

Bu( X) = u(X) 
ITE, FT A EAN AY 24 AEHL 1 是 4 和 B 的 单 
Ae EEL MAT ,u( X) 必 是 一 切 元 素 为 1 的 元素 组 e 的 
BO. Ar) (X) = a,i = 1,…,n. 同 理 ， ni 
r{ xX" jap, isl, ,rr 但 是 a =B JX =XJ =aJ BN 
Fae FA A Bits AL AB PE BB TE 

问 量 e EX J 的 分 别 对 应 于 a 和 nn 的 特征 问 量 . 因 
此 ,对 任意 的 数 ,a thn SEX + kJ PEEL, HER A, (Hi 
fF X + kJ 是正 的 ,和 非 奇 异 的 , 且 a + kn > 0. 


ASS 则 是 双 随机 的 . HL 
YAY™ = (X +kJ)A(X + kJ)" 二 


这 一 
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(BX +kJ)(X +kJ)™ = 
B(X +kJ)(X +kJ)` =B 
如 果 A 是 一 个 半 正 定 矩 阵 , 则 存在 唯一 的 半 正 害 
HERE B, 使 得 B? = A ,这 个 矩阵 B 叫做 4 平方 根 . 记 作 


AF. 半 正 定 双 随机 和 矩阵 的 平方 根 一 般 不 是 双 随机 的 . 
例如 ,和 矩阵 


l 


0 | 
4 3 


l 
1 2 
的 平方 根 是 非 双 随机 的 . 下 之 拟 双 随 机 和 矩阵 
5439 3-33 2 
45=3,3 $2433 2 

2 2 8 
下 一 定理 刻画 双 随 机 矩阵 平方 根 的 特性 . 

定理 2( Marcus 和 Minc ”)  ” 半 正 定 双 随机 和 矩阵 


A =(a,) 的 平方 根 是 拟 双 随机 的 . WR a, <——(i = 


3 
0 
] 


12 


n— | 
1,…,n) , 则 A? 是 双 随 机 的 . 
证 明 ” 设 1,A4,,…,A, 是 A 的 ( 非 负 ) 特征 值 U= 
(wj) 是 使 得 
U'AU = diag(1,A,,.…,A,) 
REZEK, U CT ey 交 


n 


B=(b;)= Udiag(1,VAz ,MAU (1) 
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Dy tial As È, Uy 
但 U 是 正 交 和 矩阵 ,从 而 ,对 于 k > 1 
n 1 n 
QO = 2, U 5, Up "TA Ui, 
所 以 ,对于 六 三 Par 


b; =U; /A, Ug = 
Fel j=l 
ae ere eee 
Vn Jn 


同 理 可 证 
yh =1,7=1,.,n 
这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 
现在 ,假设 mr < 一 (i=1,…,n) LB CM 


(1). 我 们 断言 B 是 非 负 的 ,从 而 是 双 随 机 的 . 因为 ,如 
果 对 某 个 1 和 gq,b 是 负 的 , 则 


i 
p. 9 
= a L 
a, > b > b > 
j=l J#Y 


(Dh) > (2) 


2 by = 2 by = Dh =I = pg > 1 
然而 式 (2) 与 假设 a; < Taa A i) FAA JE. 


VER AS 19 275 FE, ‘ore 4 Marons i Reo ™ 改进 和 
推广 第 8 章 定 理 1 的 一 个 结果 . 首先 需要 下 列 引 理 . 
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引 理 2 ”假设 一 个 n xn 和 矩阵 的 每 个 元 素 或 者 有 
性 质 p, 或 者 没有 这 个 性 质 . 则 在 矩阵 的 每 条 对 角 线 上 
至 少 上 个 元 素 具有 性 质 p 的 充分 必要 条 件 是 该 矩阵 包 
含 一 个 完全 由 具有 性 质 p 的 元 系 组 成 的 ys xt FERE, 
stt=ant+hk. 

这 个 引 理 恰好 是 第 7 章 定 理 4 的 重 述 . 在 那里 “性 
质 p” ,本 质 上 不 失 一 般 性 被 特定 为 “是 0”. 

定理 3 iA 是 一 个 nxn 双 随机 矩阵 ;m 是 一 个 
整数 ,1 Sm <n, MEEA 的 一 条 对 角 线 其 上 至 少 


m 个 元 素 大 于 或 等 于 
4k a ii 
Cnt pE VA M EAT 
4k et 
fn ee 1 ,如 果 m 是 偶数 
Hrk=n-—m +1. 


证 明 ”假定 4 的 每 条 对 角 线 部 含有 至少 m 个 大 
于 或 等 于 WR. 即 在 每 条 对 角 线 中 至 少 存在 n - 
m +1 个 元 素 小 于 j. 因此 , 按 引 理 2, 阵 和 矩 4 必 包 偏 一 
A~ s xt TEEM, WES +t=n +k. AM 的 每 个 元 素 
AMDF u. 可 以 假设 4 是 下 形 的 矩阵 


~ ee 


IERE X 的 一 切 元 系 的 和 以 o (X) 记 之 , 则 
o(M)+oa(B)=s 
ao(M) -a(C)=t 
从 而 
20(M)+o0(B) xøo(C)=s+t=n+k 


)8 
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ES 


3 


Me, 


Ft A BALA E 


此 外 
n=o(A)=o(M) +o(B)+o(C)+o(D) 
所 以 
a(M) -a(D)=k 
从 而 
ol(M) >k 
但 , 按 我 们 假设 o(M) < stu, RE 
oc(M k 
a 


其 中 max st 是 在 条 件 s +t=n+k 下 ,st 的 最 大 值 . 于 是 
如 果 m ERFA, A n + k= 2n — m + 1 是 偶数 , 便 有 


如 果 m 是 偶数 ,从 而 n + 上 是 奇数 ,有 
1 
4 
所 以 ,如 果 m 是 奇数 , 则 
. Ak 7 4k 
p (n+ h (Qnem4#1¥ 
如 果 m 是 偶数 , 则 
4k 4k 


2 er ee ee ae 
HA ind? i namel =l 


这 与 4 的 定义 相 了 矛盾 . 
X m =n 时 ,我 们 有 下 面 的 结果 . 
推理 2 WRA = (a,) ten xn 双 随 机 和 矩阵 , 则 


+ BAP 
(n+1)° 


ti n 是 偶数 


max min 4;T; = 
rat, 3 


n(n +2) 
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例 1 用 下 列 方法 证 明定 理 3 中 的 界 是 最 好 的 : 
对 每 个 n 各., 构 作 一 个 矩阵 使 其 设 有 任何 对 角 线 包 
pe mT AF A PCR. 

WA 是 一 个 n xn 双 随 机 和 矩阵, 如果 m 是 奇数 ,把 
A 分 划 成 四 个 块 


4=( A 
A,, A» 
k k -å 
Hy A, a “的 a E E 


4k 二 o 5 E 
(n +1) ASE An MA 的 一 切 元 系 是 一 一 ;4 fe 


和 矩阵. 则 4 含有 一 切 元 素 与 METE, A 
ats nts =n + 大 , 故 用 引 理 2 可 以 断言 ,4 的 每 个 
对 角 线 至 少 有 上 个 元 素 等 于 见 , 因 此 ,没有 4 的 对 角 线 
能 有 -k+l =m 个 大 于 的 元 素 . 


如 果 m JEW, AL = 一 一 上 一 一 ,以 类 似 的 方 
(n+k) -1 
法 分 划 4 ,这 一 次 4n 是 + 一 x+ + 一 的 ,其 一 
Wc EF pe 3Ay 的 一 切 元 素 等 于 一 一 ;A Haj —- 
切 元 素 等 于 一 < 一 ;A 仍 为 零 矩 阵 . 与 前 面 一 样 用 
n+k+ |] 


相同 的 方法 ,由 引 理 2 推出 所 需 结 论 . 
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Egory@ev-Falikman 定理 


Hk BS 


1926 年 范 ' 德 * 瓦尔 登 提出 决定 积 
FUERE n x n 双 随 机 和 矩阵 的 多 面体 
Q, 中 的 最 小 值 问 题 “. 按 8 章 推 论 1, 这 
个 最 小 值 是 正 的 , 曾 猜 想 

per( S) 三 ns 对 一 切 S 【1) 

TL 


式 (1) SS aor SAWS S =J, xt 
熟知 为 范 ' 德 : 瓦尔 登 猜 想 的 问题 . 半 个 
Zw ak- HAMAK, HF 
Egoryĉev > 和 Falikman'*! 才 各 自 独 立地 
证 明了 它 . 关于 该 猜想 的 历史 和 许多 部 
分 解决 方案 及 有 关 结 果 的 详细 情况 见 
[17],[18],[19] 和 | 20]. 
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本 章 ,我 们 证 明 不 等 式 (1) 及 其 等 式 成 立 的 条 件 . 
我 们 的 证 明 来 自 于 Egoryéev 的 证 明 但 有 如 下 少许 变 
E. 即 不 用 Egoryeev 用 以 推导 一 个 积 和 式 不 等 式 ( 定 
理 1) 的 关于 混合 判别 式 的 Alexandrov 不 等 式 “ ,而 直 
接 用 Falikman 引 理 获得 定理 1. 

设 al,…,a,_, 是 nn 元 正 数 组 ,对 一 切 n 元 实数 组 x 
和 了 ,由 

f(x,y) = per(a, ,*** ,@,.5,X,F) 

一 个 双 线 性 函数 了 

引 理 1 设 A=(a;) 是 以 机 ,Qi 为 列 的 nx 
(n — 1) 正和 矩阵 ;b = (b,b) 是 nn 元 实数 组 , 如果 
f(a,1,b)=0, 则 /(5,5) <0, 此 外 ,f(5,5b)=0, 当 且 仅 
6 b = 0; 

证 明 ”对 nn 用 归纳 法 ,如 采 n = 2, 则 0= f(a, ,b)= 


a tanb SAW be =), BEE AWB HDB dy =H 


2a; 


< 0. 此 外 ,人 2 ,b) =0 SAM b, =0, 也 就 是 ， 


APET =0. 

现在 假设 n > 2, HEX) n -17ER S 
x = (tt) ET n WRA RER f(x, 
e,) =0( 其 中 e, =(0,---,0,1)) MW f(x,x) < 0, 除 非 x 
是 e, 的 数量 倍 ( 当 是 e, 的 数量 倍 时 ,自然 人 (x,x) = 
0) BE x PE e, 的 数量 倍 , 且 

FUE ©.) = Dd} (2) 

a= 00 a = E = E 
x) #0. 按 最 后 一 行 展 开 ,per(a,,…,a,,,xX,y) 并 
用 式 (2) 得 


152 


Bm WELE E 


ERIE Dy aif ("52") (3) 

AP f(x" 2°) = or ee pny On E 
现在 , 按 (2) f(x',a/) =0, APR f(ai,a') > Oj = 
1…,n 一 2). 因 已 假设 x 不 是 e, WR Hex’ ~O,M 
而 由 归纳 假设 得 Ar xz) < 0G=1,…,n 一 2). 于 是 ， 
由 (3 ) 推 得 f(x,x) < 0. 已 经 证 明 : 如 果 向 量 x 不 是 e， 
的 数量 们 ,上 且 f(x,e,)=0, 则 f(x,x) < 0. Ffa, 
a, 1) > 0, 前 面 的 推理 表明 f(a, ,e,) DENS. 

设 

eer i, 
TO flay ve,) 
WW f(b + na,_,,e,) = 9, AM 
f(b +na,_,,b +na,,) <0 
即 
f(b,b) + n° fa, a,1) <0 

IE f(b ,b) <0. WRA, b) =0, MVA n = 0,8 UN 
Aen =0, 则 A(5,e,)=0, 从 而 b 是 6, 的 数量 倍 : =re,， 
TE 

0 =f(a,_,,b) =f(a,_,,7e,) = Tf anien) 
进而 推 得 + = 0, 即 b = 0. 

下 一 定理 是 关于 混合 判别 式 的 Alexandrov 不 等 式 
的 一 个 特例 ,下 面 这 个 用 积 和 式 表 示 的 Alexandrov 不 


等 式 属于 Egoryéev. 
定理 1 a,oa, n JOER a, 是 nn 元 实 
数组 , 则 


9 
per( a, ， saai V: N = per(a, p on san2 T E ,4,,_| ) i 


per( a, T E a, ,a,,) (4) 
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(4) PERR HAN a, Aa, 是 线性 相关 的 . 
证 明 从 ff 记 引 理 1 中 的 双 线 性 型 , Ait = 
grae WR b =a, -ta W 
f(a,_,,b) =f(a,_; an) — f(a,_;.@,-;) = 0 
从 而 按 引 理 1 
0 > f(b,b) =f(b,a,) = tf(b,a,_,) = 
f(b,a,) = 
f(a,,a,) —tf(a,_,,4,) = 
i (f(a,_,,@,))° 
Pusu) — f(a,_;,@,-,) 
这 样 就 得 出 与 不 等 式 (4) 等 价 的 不 等 式 ， 
(HR) Sa vd A aita) 
按 引 理 1,(5) 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 b = 0. 也 就 是 
“SAM a, = 
借助 于 连续 性 推理 方法 ,容易 证 明 : 当 a, ,… ,a,， 
仅 为 nn 元 非 负 数组 时 ,不 等 式 (4) 也 成 立 . 当然 ,在 这 
种 情况 下 ,关于 等 式 成 立 的 条 件 不 再 有 效 . 此 外 ,不 一 
定 是 排 在 最 后 的 任意 两 个 nn 元 素 组 a, Ma, ,显然 ,也 能 
指定 为 定理 1 中 那 两 个 特殊 的 nn 元 数组 ( 即 a,_) ,a,)， 
只 要 它们 中 的 一 个 与 其 余 的 n 元 数组 全 是 非 负 的 . 这 
就 推出 定理 1 的 下 列 推论 . 
推论 1 WRA = (a;) 是 非 负 n xz 和 矩阵 , 则 对 任 
BIN g #Mlul<q<t<n)@ 


(per(A))* > ( 2, a„per(A(i | FD X 


(5) 


(2 a,per(A (i | q)) (6) 
如 果 除 第 上: 列 外 4 的 一 切 列 都 是 正 的 , 则 (6) 中 等 式 成 
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V4 AMS t WED q 列 的 数量 倍 . 
在 引入 和 证 明 下 一 个 定理 之 前 ,我 们 证 明 几 个 引 
FE. n x n 双 随 机 矩阵 4 Æ R, 中 叫做 极 小 化 的 ,如 果 
per(A) = min} per(S) 1S ee 
引 理 2( Marcus 和 Newman 2 ) 极 小 化 矩阵 是 
完全 不 可 分 解 的 . 
证 明 令 4 是 人 2 中 的 极 小 化 矩阵 . 假设 4 是 部 分 
可 分 解 的 . 则 按 第 8 草 推 论 4, 存 在 置换 矩阵 已 和 @, 使 
得 PAQ =B + C, 其 中 B=(b,) e 0,,C © 0 ,我 们 
KWEH, 存在 nxn 双 随 机 矩阵, 它 的 积 和 小 于 
per(A). 因 按 第 8 章 推 论 1,4 的 积 和 式 是 正 的 , 故 不 失 
— We ME, Ay i byper((PAQ)(k | k)) > O, 
C per((PAQ)(k +114 +1) >0. es 是 小 于 
min | by scn | 的 任意 正 数 ,考查 
G(£)= PAQ m el(bk,, + Eksik } + 
ECE yw, + Ey) 
I] Gle) e OVA 
per(G(e) ) =per(PAQ) - eper((PAQ)(k| k)) + 
eper((PAQ)(kl &k+1)) - 
eper((PAQ)(k+11hk4+1)) + 
eper((PAQ)(k +11 k)) + O(e*) = 
per( A) -~ eper((PAQ)(k| k) + 
per((PAQ)(k+11k+1)) +o0(e’) 
因 安 Frobenius — Kõnig a FL, per( (PAQ) (kl k +1) = 
per((PAQ)(k +11 k+1))=0. JLSb,per( (PAQ) - 
(kl k) +per((PAQ)(k+11k+1)) >0, 从 而 ,对 充 
分 小 的 正 数 € 
per(G(e)) < per(A) 
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便 与 4 是 极 小 化 窍 阵 的 假定 郊 导 ， 

引 理 3( Marcus HI Newman ) 如 果 4 =(a;) 是 
Q, 的 极 小 化 和 矩阵, 则 au > 0, Bice per(A(h | k)) = 
per(A). 

WEAR BCA) 是 以 4 为 内 点 的 岂 的 维 数 最 小 
的 面 . 换言之 

CrA =H 1X = (x;) e Q, | x, =0 如 果 (i,7) E Z| 

Herp Z={ (i,j) 1 a, =0}. FECA) 是 由 下 列 条 件 定 


x, =0,(i) eZ 
因 4 是 在 C(4) 的 内 部 , 且 积 和 式 男 数 在 4 外 有 
一 个 绝对 极 小 值 , 故 4 必 是 一 个 稳定 点 . 于 是 可 用 
Lagrange 乘 数 法 建立 函数 


F(X) = per(X) - > A;( $ tu- 1) - 
t=] k=1 


j= = 


Hp X e C(A). 现在 对 (i,j) e Z 
oa, = Pe XC ee 
从 而 


per(A(il j)) =A; +y; (7) 
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R 


$ 


Fai OLB LA E 


per(A) = 2_ ajper(A(i Ly 


2 ai(Ai 十 到 让 = 
A; + Y agpi 15,2 (8) 
类 似 地 
per(A) = >» ajper(A(il j)) = 


Hj + > GA = lyst (9) 
i=l 


Ae e@= (1,01) ABCA, An fe = a a 
(8) 和 (9) 给 出 


per(4)e =A + Ap (10) 
per(A)e=A'A +p (11) 
以 4 左 乘 (10) 并 注意 A'e =e, 得 
per(A)e=AA+AAn (12) 
FH (12) 减 去 (11) ,得 
A A =p 
同 理 可 得 
A'AA =A 


按 引 理 2,4 ,A 是 完全 不 可 分 解 的 ,从 而 ,4 4 A AA" 
部 是 完全 不 可 分 解 的 ,因此 ,它们 的 每 一 个 都 有 以 1 为 
单位 特征 值 . 这 就 推出 ,A 和 jw 都 是 e 的 倍数 ,不 妨 记 为 
A =ce yp =de. 由 式 (7) 得 

per(A(il j))=c+d 
所 以 ,对 一 切 (i,j) e Z 


n 


per(A) = > a,per(A(il j)) 


j=ì 
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> afc +d)=c+d= 
j=l 


per(A(il j) ) 
5| 4( Landon! ™!) WR A Æ Q, 的 极 小 化 矩 
阵 , 则 对 一 切 的 上 和 让 
per(A(il j)) 三 per(4) 
证 明 ( Mine”) i P=(p,) in x n EMER, 
对 于 0 <0 <1, LAR 
f,(0) =per((1 -0)4 + OP) 
PA] A 是 极 小 化 和 矩阵 , 故 对 于 任意 的 置换 矩阵 P 
万 (0) 三 0 
但 


n 


f,(0)= >》 (一 as + p,)per(A(sl t)) = 


a 


F p.per(A(s | t)) —nper(A) = 


> per(A(s | ao(s))) - nper(A) 
其 中 o 是 对 应 于 P 的 置换 . 因此 ,对 任意 的 置换 o ,有 
> per(A(s! o(s)) = nper(A) (13) 


现在 , 按 引 理 2, FRE A 是 完全 不 可 分 解 的 . 从 而 , 按 第 
7 章 定理 11 ,4 中 每 个 元 素 与 男 外 n - 1 个 正 元 素 一 同 
位 于 一 条 对 角 线 上 , 换 句 话说 ,对 于 任意 的 (zy) ,存在 
一 个 置换 o , 使 得 7 = oC), FRE s = Lyi -l,i 4 
1 ,va > 0; (A, fe 5| FH 3 由 此 推出 ,对 于 s = 
lhe i l,i +l, e,n, A 

per(A(s| o(s) ) = per(A) (14) 
因 j=o(i), 故 由 公式 (13) 和 (14) 得 出 
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第 三 编 LAL AE E 


per(A(il j)) = per(A) 

引 理 5 LA =(a;) 是 xn EE. BRHF s 

和 1 列 (s < t) 无 素 的 积 和 式 余 因 了 于 是 相等 的 , 即 

per(A(il s)=per(A(il t)) (i=1,-+-,n) 则 把 4 的 第 

s 列 和 第 t 列 都 用 它们 的 算术 平均 去 代替 所 得 和 矩阵 的 
积 和 式 等 于 4 的 积 和 式 : 即 

a, + a, a,+a 


?7 9 s+] 9 


per(a, ,°**,@,_, 
a,) = per(A) 

证 明 AS S| PRA Ze LAE LK, A Fe RR Ak K 
数 的 多 重 线性 ,有 


5 t 
a. 十 a, a. 7 a, 


2 3 ? 7 COR, A E 


per(a,, = 


per(a, MELAN: 9 ** n8ty  * yl) 


-H 
4 
per( a, wo 
a ee Es 
4 
per( @ ys Gs gayan) m 


per( a, ELEN: MLLI: MELLEN" ) 


( 2 a,per(A (i| t)) +per(A) + 


per(A) + 5 a,per(A(i s33) 
—————— 


( 2, asper(A (il s)) + per(A) +per(A) + 


159 


开光 恋 换 与 Van der Waerden 猜想 


2 a,per(A(il 1))) 
n 
per( A) 
Marcus # Newman ” 曾 期 望 证 明 一 个 极 小 化 矩阵 
的 一 切 积 和 式 余 因子 都 等 于 该 矩阵 的 积 和 式 . 1 BG 
论 加 上 引 理 5 中 ”平均 过 程 ”就 可 证 明 范 ' 德 : 瓦尔 登 
猜想 (参看 文献 L13」 关于 正 的 极 小 化 矩阵 必 等 于 几 
的 定理 的 证 明 ). Egoryĉev ”用 Landon 的 结果 ( 引 理 
4) 加 上 他 自己 的 定理 (定理 1) 获得 了 关于 极 小 化 双 
随机 和 矩阵 的 积 和 式 余 因子 的 关键 结果 . 下 一 定理 给 出 
J Egoryéev 的 稍微 更 一 般 形式 下 的 结果 . 
非 负 方 阵 叫 做 行 ( 列 ) 随机 的 , 如 来 它 的 一 切 行 
( 列 ) 和 为 1. 
定理 2 设 A 是 nxn 列 ( 行 ) 随机 和 矩阵 ,满足 
0 < per(A) S per(A(il j)), ij =1," ,n(15) 
则 
per(A(il j)) =per(A) ,t,j = 1 ,sn 
证 明 A = (a,) 是 满足 条 件 (15) BSB AR 
Me. 假设 对 某 个 s 和, 不等式 (15) 是 严格 的 , 即 
per(A(s|1)) > per(A) 
S a, 是 4 的 第 ; 行 的 正 元 素 , 其 中 gq 对 1, 这 样 的 元 系 
一 定 存 在 ,因为 条 件 per(4(i1l7) ) > 0( 对 一 切 i 和 让. 
保证 4 在 每 行 中 至 少 有 两 个 正 元 素 ,于 是 
a,per(A(il q)) Z a,per(A) ,t=1,-*+,n 
a,per(A(il t)) 2a, per(A),i=1,-*+,n 
如 果 当 i=s 有 严格 不 等 式 
a,per(A(slt)) > a,per(A) 
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则 按 推 论 1 


(per(A)) > ( > a„per(A (i! ch} X 
( auper(A Ci | gi} > 


( 2 a,,per(A) ) ( by a,per(A))= 


(per(A) )° 

这 个 矛盾 证 明 per(A(s| t)) 对 任意 的 s 和 1 都 不 大 于 
per(A). 

当 A 是 行 随机 的 情况 证 明 类 似 . 

由 第 8 章 推论 1 和 引 理 4 直接 给 出 如 下 的 结 来 . 

EH 2(Egoryĉev >) 若 4 是 岂 , 中 的 极 小 化 矩 
BÆ, N 

per(A(il j)) =per(A) sig = ly n 

推论 2 URA 是 02, 中 的 极 小 化 和 矩阵 , 则 对 任意 

的 g 和 1,l] 三 gg x1 三 nn, 有 


per(A)) = ( 2 a,per(A Ci | iyo) x 


( 2, pent A q))) 
推论 3 WRA Æ, PRY MO, H.B ee 
A 的 任意 两 列 都 以 它们 的 算术 平均 代 奉 后 所 得 的 矩 
阵 , 则 per( B) = per(A). 
现在 一 切 就 绪 可 以 证 明 范 ' 德 * 瓦尔 登 狂想 了 . 
定理 3 WES FJ, tin xn WHHL, 


| 
per( S) > per(J,) = = F 
n 
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证 明 iA HE, 中 的 极 小 化 和 矩阵. 我 们 来 证 明 : 
A =J, $52 ,和 矩阵 4 是 完全 不 可 分 解 的 . 从 而 其 每 
行 至 少 有 两 个 正 元 素 . 考虑 4 的 第 j 列 . 对 4 的 不 是 第 
J 列 的 每 一 对 列 反 复 应 用 引 理 5 中 的 “平均 过 程 ” 经 有 
限 次 之 后 ,可 以 得 到 一 个 双 随 机 矩阵 G 其 一 切 列 ,第 j 
列 可 能 除外 ,都 是 正 的 . 按 推论 3,per(G) = per(A) ,从 
M GE Q, 的 极 小 化 矩阵 ,因此 ,对 任意 整数 i,1 < 
i 志 n,i 关 j 按 推论 3, 有 和 矩阵 的 集合 中 求 一 个 极 小 化 算 
阵 . 
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Egoritsjev 的 证 明 的 注 记 ” 


1926 年 , 范 : 德 * 瓦尔 登 提 出 了 以 下 
的 猜想 : 设 4 为 n 阶 二 重 随机 方 阵 , 则 
per(A) 三 ni 


n 
等 式 成 立 当 是 仅 当 4 =n-'J, 这 里 是 元 
REA | 的 方 阵 . 范 * 德 * 瓦尔 登 猜 想 是 
关于 正 项 行列 式 的 一 个 极为 重要 的 猜 
想 , 它 成 为 赋 究 正 项 行列 式 的 一 个 中 心 
WA. 经 过 半 个 多 世纪 来 数学 家 们 的 努 
JI Y e Th > 瓦尔 登 猜 想 最 终于 1980 年 
为 苏联 数学 家 G. P. Egoritsiev 所 证 实 . 
Egoritsjev FA) iE WA dE VA op EK ot Fir Sy HE 
斯 元 的 基 润 斯 基 物 理学 院 的 预 印 本 发 表 
AY. J. H. van Lint 的 这 篇 文章 以 简洁 明了 


— M 深 


D 作者 JH. van Lint. 
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光 变 换 与 Van der Waerden Fi 48 


的 叙述 讨论 了 Egoritsjev 的 证 明 . 


1. 引 


Qui} 


tA ten x nfo, AoA a,(i=1,--,n3j=1,---, 
n), Wj A 的 正 项 行列 式 ( 记 为 per (A) ) 定义 为 
per(A) = by CirCQ2zxt2) “Car l ) 
aes, 


其 中 S, 表示 nn 个 文字 上 的 对 称 群 . 以 下 我 们 将 经 常 把 
A 的 列 视 为 R” 中 的 回 量 , 并 且 我 们 记 
per(A) = per(a, ,a,,°"*,a, ) 
其 中 
a; = (ai saio yan) i Jj =, n 

由 (1) 显然 可 知 ,per(4) 是 & 的 线性 函数 (对 每 个 站. 
如 果 我 们 用 A(ilj) 表示 从 4 删 去 第 i1 行 和 第 ] 列 而 得 
的 矩阵 , 则 由 (1) 可 得 

per(A) = 2, ayper[ACil j) ] OHES Kj) (2) 
当 删 去 更 多 的 行 和 列 时 ,我 们 将 用 类 同 的 记号 (其 意 
AHA). 

WRA 的 所 有 元 都 是 非 负 的 , 且 4 的 每 一 行 与 4 
的 每 一 列 ,元 系 的 和 均 为 1, 则 4 称 为 二 重 随 机 矩阵 . 
所 有 这 种 和 矩阵 的 全 体 记 为 Q. 在 这 一 类 和 矩阵 中 ,最 简 
单 的 矩阵 是 每 个 元 均 为 n” 的 矩阵. 这 一 矩阵 记 为 几 . 


| 5 
TIR per(J, ) a. 下 一 陈述 即 为 熟知 的 范 : 德 . 瓦尔 
登 猜 想 . 


37: SB ARS GAE 1,,HAHKS,, Wl 
per(A) > per(J,) 我 们 将 称 Q, 中 适合 per(A) = 
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min | per(s) | s e Q.) 的 矩阵 为 极 小 矩阵 . 

猜想 最 近 已 为 G. P. Egoritsjev 所 证 实 ”. 其 证 明 
基于 一 个 关于 正 项 行列 式 的 不 等 式 , 此 不 等 式 可 以 从 
A. D. Alexandroff 关于 正定 二 次 型 的 一 个 结果 ( 见 
[1]) 得 出 . 由 于 这 一 结论 并 不 是 容易 得 到 的 ,而 且 也 
比 我 们 所 需要 的 更 蝇 ( 同 时 由 于 证 明 稍 嫌 艰 汐 ). 其 他 
主要 工具 是 D. Landon 的 一 个 定理 二 . 


2. Alexandroff 不 等 式 


下 述 关 于 正 项 行列 式 的 不 等 式 可 以 作为 A.D. 
Alexandroff 的 一 个 定理 的 特殊 情形 . 
定理 1 设 a,a,,a, | 是 R" 中 具有 正 坐 标的 回 
量 , 叉 设 b e R", Ill 
(per(a,,a;,,…,a, 1,,b)) 2 
per(@,,***,@,_;,@,_;,@,_;)per(@,,-*,@,.,6,b) (3) 
等 式 当 上 且 仅 当 5 = Aa, 时 成 立 , 其 中 入 为 某 个 常数 . 
注 1 如 采 我 们 只 要 求 向 量 a; 的 坐标 是 非 负 的 ， 
则 不 等 式 (2) 显然 也 是 成 立 的 . 这 时 无 法 断言 有 关 等 
式 成 立 的 推论 . 
下 述 定理 是 定理 1 的 一 个 显 而 多 见 的 推论 . 
定理 2 wa, a, 是 R" 中 具有 正 坐 标的 
H, M) Vb e R” 
per(4@, ,*** ,@,.; ,0) 三 从 
per(a@, ,***,@,_.,0,6) <0 (4) 
AAW Ssh HAL b = 0 时 成 立 . 
反 过 来 ,定理 1 是 定理 2 的 一 个 推论 . 为 证 明 这 一 
点 ,我 们 用 下 式 定 义 A 
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per( a, ,-**;4,.; 2) =Aper( a, .°** ,4,..) ,@,.,) U5) 
并 在 (4) 中 用 b&b - àa, (Ub. 我 们 在 (4) 的 右边 用 (5) 
消去 A ,其 结果 便 是 不 等 式 (2) ,而 且 等 式 当 且 仅 当 取 = 
àa, 时 成 立 . 所 以 ,为 了 证 明定 理 1, 只 须 证 明定 理 2 
BU ay. HEA ExT n FAVA SAT. 我 们 从 验证 定理 2 对 n=2 
成 立 开始 , 设 a = (ai,a;) ,其 中 a，> 0,a, > 0. 如 果 
per(a,b)= a,b, +a,b, = 0, Mijb b, <0. Ath per(a,b) = 
2b,b, < 0. 显然 等 式 当 且 仅 当 b = 0 时 成 立 . 
我 们 现在 转 到 R" 的 情况 ,并 假设 定理 2 对 -1 是 
成 立 的 . BE 
qi = | 
per(a,,°°*,@,..,4,%)(igln—l,n),(1 sign, 
l<jsn,i#j) 
0,437 = i 
(6) 
BE Q 是 元 为 g; WYRE UH x = (x ,…,%) 时 ,我 们 
有 


per(@, ，……,Q ,xX,X)= > per(@, a sR) (il n), = 
3 部 >, per( a, ,**,@,_,,%,%) (ijl R= 1 ,ns =x OX 
(7) 

引 理 1 WMR R” 中 向 量 a,,…,a,, 具有 正 的 坐 
R, H. O EXIME, W O 的 特征 根 不 为 零 . 

证 明 ”假定 Q. = 0, 即 对 每 个 i 均 有 per(a,.---, 
a,2,C,X) (i1 n)=0. 则 由 归纳 假设 ,我 们 即 有 对 一 切 
i,per(a,,°**,a,_,,€,¢€,x) (il n) <0, HX — U) i Sst 
成 立 的 充 要 条 件 是 c = 0. 我 们 用 a n 乘 这 个 不 等 式 ， 
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并 对 i 求 和 ,得 到 c Q, <0. 既然 根据 定义 ,这 一 表达 式 
应 为 去 ,故我 们 必 有 c = 0. 证 毕 . 

引 理 2 在 前 一 引 理 的 假设 下 ,矩阵 8 恰 有 一 个 
正 特征 根 . 

证 明 Rj: = (1,1,…,1). 我 们 考虑 二 次 型 
x" Qx, ,其 定义 如 下 
x Q,x; = per((1 — 0) + 6a,,---,(1 — 0)j + 6a,_, ,x,x) 
对 于 [0,1] 中 的 每 个 0, 这 一 二 次 型 满足 引 理 1 的 条 
件 , 即 它 没 有 一 个 特征 根 为 去. 由 于 特征 根 是 9 的 连续 
蚊 数 ,因此 我 们 知道 ,只 要 对 0 =0 证 明 引 理 2 的 断言 
即 可 . 但 在 这 种 情况 下 ,因为 60 =(n-2)! (nm -1), 
故 断 言 是 显然 的 . HEHE. 

我 们 震 要 一 个 牛 为 显然 的 引 理 ,为 完整 起 见 ,我 们 
引述 如 下 . 

引 理 3 Æ Q 与 前 一 引 理 中 相同 ,E 是 对 角 和 矩阵 
diag(e, ,…,e,) ,其 中 e > 0(i1=1,…,n) WE OE? 
tt A — ANERER. 

证 明 ”这 是 Sylvester 惯性 定理 的 特殊 情况 . 当然 
在 这 种 情形 下 ,用 如 同上 一 引 理 中 的 同一 类 型 的 连续 
性 的 论证 ,直接 的 证 明 是 显然 的 . 证 毕 . 

定理 2 的 证 明 : 假 定 per(ai,…,a,_1,b) = 0. 定义 
E. = diag(e, ,…,e, ) ,其 中 


ë. = per(a,,°*+,a, ,,b) Sin) a 一 ] 
则 这 一 定义 综合 寿 
Qa, D Ea, 


即 ETa, , 是 矩阵 EY 了 QE 的 属于 特征 根 1 的 特征 向 
量 . 我 们 关于 5 的 假设 可 以 表 为 (E876) "(7 a,_,) = 0, 
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即 Eb 垂直 于 Ea, ,. nt EOE 是 对 称 的 ,并 且 
它 的 所 有 特征 根除 了 1 对 应 于 E a, 以 外 都 是 负 的 ， 
我 们 便 得 到 
( 28)7( 瑟 -OBE-)(E20) = b'QB <0 
其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 = 0. 根据 (7) ,这 就 是 我 们 所 
要 证 明 的 断言 . 
J. J. Seidel 观察 到 ,下 述 途 径 虽 然 本 质 上 同上 面 所 
作 的 一 样 ,但 更 能 洞察 到 定理 1 的 意义 . 
定义 Lorentz 空间 为 d + 1 维 实 同 量 空间 , 它 具有 
非 退 化 对 称 内 积 (x,y) ,其 符号 为 (1,d)( 即 对 于 相应 
的 矩阵 有 一 个 正 特 征 根 ). 根据 Sylvester 定律 ,不 存在 
这 样 的 平面 ,在 其 上 二 次 型 是 正定 的 ,因此 ,每 一 个 包 
含有 适合 (xX,x)=0 的 向 量 x 的 平面 一 定 包 含 一 个 非 零 
的 癌 量 y, 使 得 (y,y) = 0. 这 意味 者 , 当 (a,a) > 0,b 任 
意 时 ,我 们 有 
(a,b)? > (a,a) « (b,b) (8) 
因为 有 一 个 和 的 值 ,使 得 (a + Ab,a + Ab) =0,Mix— 
式 子 的 判别 式 是 正 的 , 
随即 可 以 看 到 , 引 理 1 和 引 理 2 是 下 一 断言 的 证 
JE 
如 果 我 们 定义 (x,y) =x' Oy,O 同 (6) , 则 具有 (zx， 
y) 的 R” 是 一 个 Lorentz 空间 . 
于 是 定理 1 可 由 (7) 和 (8) 得 到 . 


3. 早先 有 关 范 . 德 * 扎 尔 登 狂想 的 结果 
在 这 一 节 我 们 回顾 一 些 关 于 极 小 矩阵 的 定理 , 它 
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们 将 导致 Landon 定理 . 这 些 结论 大 多 数 将 只 述 而 不 
证 . 因为 证 明 是 容易 得 到 的 ,例如 [4]. 

1) KA den x n TERA Ml] per(A) =0 的 充 要 
条 件 是 4 包含 一 个 s xt BPE AEs +t = + 1. 

2)4 称 为 部 分 可 分 解 的 ,如 果 它 包含 一 个 上 x (n - 
k) Af. 否则 ,A 称 为 完全 不 可 分 解 的 . 

3) WRA e 0., 且 4 是 部 分 可 分 解 的 , 则 有 置换 
方 阵 已 和 @, 使 得 PAQ JÈ Qr 的 一 个 元 与 人 2, 的 一 个 
元 的 直 和 ( 对 某 个 ). 

4) WRA e 02, 则 per(A4) > 0. 

5) WRA e 0 人 2 是 极 小 矩阵 , 则 A 是 完全 不 可 分 解 
的 . 

6) WRA e n., JE Be 7) E PE, H. ay > 0, 则 
per| A(h| k) | =per A. 

7) WA A e N, 是 极 小 矩阵 , HX — H h A k, 
a, >0, 则 4 =J,. 

定理 3(D.Landon”, 见 [4]) WRA e N, 是 极 
小 矩阵 , 则 对 一 切 A j,per[ACil j) ] = per(A). 

证 明 该 已 是 相应 于 置 e 换 的 置换 矩阵 . 对 于 
0 <0 <1, Xf,(0): =per((1 -90)A + 9P). 

根据 定义 ,我 们 一 定 有 /5(0) SO. 由 于 (1 -@)A + 
OP 的 每 一 个 元 是 9 的 线性 函数 , 故 由 (2) 我 们 得 到 


fr(0)= » 2 (+a, + p,)per| A(t] x) ] = 
> per[ A(s | o(s))] — nper(A) 
因此 ,对 每 个 置换 o ,我 们 有 


2, per[ A(s | o(s)) | > nper(A) (9) 
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从 (5) 和 (1) 可 得 ,对 每 一 对 i,j, 有 一 置换 o ,使 得 j = 
o(i),Hao,, > 0, 其 中 1 ssas ns Ai. CHE 
(用 (6)), 在 (9) 中 左边 的 具有 # i 的 项 等 于 
per(A) ,由 此 便 得 到 结论 . 证 毕 . 

注 2 ”人 们 还 不 知己 ( 见 [4]),“ 对 一 切 i 和 j,A e 
N, HREH perl A(ilj) ] =per(4)” 的 证 明 可 
推出 猜想 是 正确 的 . 然而 ,Egoritsjer 并 不 利用 这 一 事 
实 ,因为 不 用 这 一 陈述 相对 地 说 是 容易 完成 证 明 的 . 


4.4% e +> LRAMRA OED 


我 们 先 证 明 一 个 足 可 证 明 猜 想 的 定理 ( 见 注 2). 
定理 4 WA e 02, 是 一 个 极 小 矩阵 , 则 对 一 切 : 
和 j,per[ A(il j)] =per(A). 
证 明 ”假定 命题 不 成 立 . 则 由 定理 3 ,有 一 对 r,s， 
使 得 per[L A(rl s)] > per(4). 对 于 这 一 >, 有 一 个 上 ,使 
fia, > 0. 我 们 现在 应 用 定理 1( 用 注 1) 
(per(A) )* = per(a, ，…,Q ,a,"*,@,) 0 
per(a,,**,@,,°°*,@,,°"*,a,) > 


per( a, a 5, eer! Tir ae a, ) = 


US apel Ate t)])- 
k=1 


( > a,per|A(k| s)]) 
f=) 
在 右边 每 一 子 正 项 行列 式 都 至 少 是 per(4)， 而 
per[ A(il 7) | > per(4). 由 于 perl4(rls) | EF E 
一 个 正 数 a, , 故 右边 大 于 (per(4 ) ) ,矛盾 . 证 毕 
TES = GA=(a,,°--,0,) E Q, 是 一 个 极 水 矩 


$ m 


阵 , 而 A' 是 由 4 中 用 (a +a) PAR a, A a, TAA 


PE, W AT 仍 是 2, 中 的 一 个 极 小 矩阵 ,因此 定理 4 可 应 
FA A’. 
WA RA’ e 02, 由 (2) 和 定理 4, 我 们 有 


per(A’) = J per(A) -i J per( ajsa; sa; 54) 4 


l 
g Per, a) Man R a PR a | — 


] ly : 
> ber(A) ah aper A(kl j) | + 


rz a,perLA(k| i) ] = 
per(A ) 
SRA 是 02, 中 的 极 小 矩阵. 我们 考虑 A 的 任意 一 

列 , 比 如 说 a. ACS) 可 得 ,在 4 的 每 一 行 均 有 一 个 正 
元 在 其 它 的 列 的 一 列 上 . 因此 应 用 定理 5 有 限 次 ,得 一 
极 小 矩阵 A’, EMG a, 为 最 后 一 列 , 而 其 他 的 列 为 
aa 它们 都 具有 正 的 坐标 . 我 们 把 定理 1 应 用 
于 per(aiy ,14 ). 由 定理 4 便 得 对 每 个 <n 一 
1 ,a, 是 wj 的 倍数 . 既然 af +… +w' +a, =j, 这 就 意味 
着 a, =n“. 由 于 我 们 所 取 的 是 4 的 任意 一 列 , 故 猜想 
的 证 明 现 在 束 完 成 了 . 
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rm adi ss 


OD 


一 个 正 整数 集合 ,如果 具有 某 种 代 
数 结构 ,无 论 多 么 粗糙 ,处 理 起 来 总 比 完 
全 没有 代数 结构 要 好 , 因为 它 很 可 能 给 
出 更 多 的 数论 信息 . 从 这 个 观点 来 看 , 算 
术 级 数 是 好 的 集合 , 所 以 含有 很 多 算术 
级 数 的 集合 比 不 含 算术 级 数 的 集合 要 
好 . 有 理由 猜测 “大 ”的 集合 含有 很 多 算 
RBS. 

iti . 德 . 瓦尔 登 的 一 个 有 名 的 定理 
断言 :车 把 正 整 数 全 体 一 分 为 二 , 则 其 中 
至 少 有 一 个 最 大 的 , 即 指 它 含有 任意 长 
的 算术 级 数 . ( 注意 :含有 任意 长 的 算术 
级 数 的 集合 却 不 一 定 含有 无 限 长 的 算术 


J: Arithmetic Progressions , 译 目 Amer. Math. MouthJy ,85 ; 


2,(1978 ) ,95-96. 本 文 作 者 P. R. Halmos,C. Ryavec 
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级 数 . il Un, AF) 11,101,102 ,1001 ,1002 ,1003 , 10001 , 
10002 , 10003 , 10004 ,… ,由 10° +j AUR ie HG = 1,2, 
3,- =i) 范 " 德 "瓦尔 登 的 定理 由 下 述 断 言 推 
出 ;对 于 任何 正 整 数 k, 相 应 地 有 正 整 数 n( =n(k) ) ,使 
得 大 把 集合 11,…,n| 一 分 为 二 , 则 其 中 至 少 有 一 个 含 
有 一 个 大 项 算术 . (第 一 个 非 平 凡 的 例子 可 以 通过 穷 举 
得 到 :和 奉天 =3, 则 n=9.) 

数论 方面 的 许多 结果 都 涉及 素数 和 算术 级 数 二 者 
之 间 的 联系 . 如 果 能 够 知道 素数 在 算术 级 数 中 正常 分 
布 的 范围 , 那 是 很 有 意思 的 ;如 果 知 道 全 体 素数 是 否 合 
有 任意 长 的 算术 级 数 ,也 是 很 有 意思 的 . 但 后 者 是 长 期 
悬而未决 的 难题 . 

Erdos 与 Turan(1936 ) 曾经 想 攻克 这 个 难题 (以 及 
其 他 难题 ) ,他 们 的 办 法 是 证 明 : 如 果 一 个 序列 足够 笛 
密 , 则 必 含 有 任意 长 的 算术 级 数 . 精确 地 说 ,对 于 固定 
的 大 和 nn, 问 需要 多 少 个 介 于 1 与 n 之 间 ( 包 括 1 与 4 在 
A) 的 数 才 能 保证 其 中 含有 一 个 项 算术 级 数 ( 厂 
k=3 ,n = 9, 则 答案 为 5)? 这 等 于 说 , 求 满足 下 列 条 件 
的 最 大 数 r( =7(n)):1 与 n 之 间 有 rr 个 数 ,其 中 不 含 上 
项 算术 级 数 (r;(9) 的 值 为 4). 

右 能 证 明 mx(z) < a(n) EP a(n) 为 小 于 或 等 
于 nn 的 素数 个 数 , 则 由 素数 组 成 的 任意 长 算术 级 数 的 
问题 就 解决 了 . 当然 , 知 能 证 明 对 任何 上 上 述 不 等 式 对 
所 有 充分 大 的 n 部 成 立 , 那 就 够 好 T 了 . 

Erd5s 与 Turan 发 现 


r(m+n) rn(m) +r(n) 


他 们 证 明了 对 任何 大 ,序列 | = n)| 有 极限 c,. 最 后 ， 
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他 们 猜测 :对 任何 ,ec = 0, BD 
lim dnd n=O 
n Tl 


这 个 猜测 简单 而 优美 ,可 能 会 有 很 多 深 腕 的 推论 ， 
但 却 极 难 证 明 . 典型 的 推论 是 :任何 具有 正 密度 的 集合 
都 含有 任意 长 的 算术 级 数 . 细 言 之 ,各 五 为 正 整 数组 成 
一 个 集合 ,a, EE PIP F 1 An SIAM TCR TR, ,使 


得 lim 一 (a,) > 0, 则 巨 含有 任意 长 的 算术 级 数 . 理由 


如 下 : 上 述 猜想 若 成 立 , 则 可 推出 对 任何 下, 不 等 式 
r(n) < a,, 对 所 有 充分 大 的 n 都 成 立 . 

XIF k =3,Erdds-Turan 猿 相 是 K. F. Roth 在 1954 
年 证 明 的 :对 于 有 =4, 是 .Szemerédi 利用 范 " 德 * 瓦 
尔 登 定理 于 1967 年 证 明 的 . 他 的 证 明 是 如 此 针 综 复 杀 
(有 人 誉 为 运用 数论 和 组 合 论 的 初等 方法 的 登峰造极 
之 作 ) ,除非 对 k=4 的 情形 有 实质 性 的 简化 ,否则 (说 
得 温和 一 点 ) 是 没有 人 愿意 对 k= 5 的 情形 进行 答 试 
的 . 接 下 去 工作 的 是 Roth(1970) ,他 的 证 明基 于 分 析 ， 
而 且 不 用 范 ' 德 . 瓦尔 登 定理 ,但 似乎 无 济 于 事 . 

1972 年 ,Szemerédi 宣布 :他 在 最 一 般 的 情形 下 解 
决 了 这 个 问题 . Erd5s 曾经 提 1 000 美元 的 奖金 求解 . 但 
要 获得 这 笔 钱 ,Szemerédi 还 要 解决 男 一 个 可 怕 的 难 
题 , 那 就 是 把 证 明 写 得 别人 能 看 得 异 . A. Hajnal 对 
Szemerédi 的 证 明 写 了 一 个 初步 的 解说 (他 满怀 信心 地 
对 Erdds 说 , 他 愿意 用 SOO 美元 买 下 Szemerédi 的 证 
HH). Szemerédi 的 结果 于 1974 年 摘要 发 表 , 一 年 后 全 
文 发 表 . 

Szemerédi 证 明 的 主导 思想 难以 用 一 小 段 文 字 说 
清楚 ,所 以 倒 不 如 直接 借用 他 本 人 的 说 法 为 好 : ”主要 
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定理 的 证 明 所 要 处 理 的 基本 对 象 ,不 仅 是 算术 级 数 本 
身 ,而且 是 被 称 为 m 构 形 的 广义 算术 级 数 . 粗 言 之 ,] 
构 形 就 是 算术 级 数 ,m 构 形 则 是 (m — 1) 构 形 构成 的 
“算术 级 数 ” 一 名 说 ,可 以 证 明 ,对 任何 具有 正 上 密度 
的 正 整数 集 R, 如 果 一 个 很 长 的 m 构 形 和 R 相当 规则 
地 相交 , 则 此 构 形 总 有 一 个 较 短 的 (但 仍然 相当 长 
的 )(m — 1) 构 形 与 R 更 加 规则 地 相交 ; 继 此 以 推 , 最 
后 得 到 :了 R 必 合 任意 长 的 1 构 形 , 即 算术 级 数 , 完 了 了 .” 

半 个 多 世纪 以 前 , 范 : 德 ' 瓦尔 登 证 明了 下 述 有 
名 的 定理 :把 自然 数 集 N 表示 为 两 个 集 4 和 中 的 并 , 则 
A 和 B 中 有 一 个 (或 二 者 都 有 ) 含有 任意 长 的 算术 级 

一 个 长 度 为 的 算术 级 数 是 任何 形 如 |a,a + 
d,…,a + (kk 一 1)dl WET 2 WN, 其 中 4 为 一 自然 数 . 
第 见 的 范 ， 德 . 瓦尔 登 定 理 证 明 在 本 质 上 是 组 合 的 ， 
昌 是 蚀 划 原理 的 精巧 推广 . 然而 最 近 B. Weiss 和 
H. Furstenberg 27 thy + 德 * 瓦尔 登 定 理 的 一 个 兢 为 不 
同 的 证 明 . 事实 上 ,他 们 证 明了 下 述 更 一 般 的 定理 : 设 
7 … ,不 为 紧 度 量 空间 民 到 自身 的 可 换 连 续 映射 , 则 有 
— x e XA BRATI] n < ny < nz < “使 得 当 
j— œ 时 

e a = ,sk 

各 要 从 拓扑 动态 论 的 新 定理 推出 范 ' TE + 瓦尔 登 
定理 ,可 依 所 给 出 用 4 和 B 对 放 的 分 解 来 选择 一 0 与 1 
的 符号 序列 . 把 这 符号 序列 看 成 所 谓 移 位 空间 的 一 个 
点 ,然后 定义 了 为 所 谓 移 位 的 前 天 个 寡 . 用 这 方法 范 、 
德 . 瓦尔 登 定 理 就 成 为 递归 下 的 拓扑 结果 了 . 一 个 自 
然 数 的 集 A 称 为 具有 正 上 密度 大 
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1973 年 ,E. Szemerédi 证 明了 P. Erd5s 和 P. Turan 
[— TP ARAN $1 000 猜想 . 这 定理 的 最 重要 推 
论 为 :每 一 正 上 密度 集 4 2 NN 包含 任意 长 的 算术 级 数 . 
显然 范 : 德 . 瓦尔 登 定理 是 这 个 推论 的 特殊 情形 . 然 
而 ,Szemerédi 的 证 明 用 到 范 : 德 * BUA EB HEIL 
Erd5s-Szemeredi 故事 ( 附 有 一 串 名 人 录 ) 为 P.R. 
Halmos 所 娓 刀 道 出 ( 见 前 文 ). 

于 1975 年 末 ,Furstenberg 注意 到 Szemerédi AYE 
理 , 并 证 明了 他 谓 之 测度 理论 性 的 Szemerédi 定理 ,这 
是 Poincaré 递归 定理 的 一 个 深刻 推广 ; 设 (X,B,p) 为 
一 正规 测度 空间 且 7;K 一 为 -4 保持 的 变换 . 设 4 © 
B 使 得 (4) > 0, 则 对 任 一 KK 有 一 上 自然数 nn, 使 得 

WANT AN TY Arr“) 0 
通过 对 拓扑 和 移 位 空间 的 测度 作 精 巧 ( 然 仍 目 然 ) 的 
处 理 , 就 能 由 这 定理 推出 Szemerédi MJER. 

Furstenberg 的 证 明 用 到 遍 态 论 和 拓扑 动力 论 的 
方法 ,特别 是 他 在 末端 流 (distal flow) 的 著名 结构 害 
理 更 扮演 一 个 关键 的 角色 . 因 他 的 工作 沟通 了 貌似 无 
关 的 两 个 数学 领域 :组 合 论 和 遍 态 论 ,Furstenberg 获 
得 了 1978 年 的 Rothschild 奖 . 以 前 曾经 在 1 过 态 论 上 应 
用 过 组 合 的 构造 (M. Morse, W. Gottshalk, C. 
Hedlund, S. Kakutani 等 等 ) ,但 谁 也 没 想 到 应 用 一 个 
如 遍 态 论 的 质量 性 解析 工具 来 求 组 合 问 题 的 解答 . 

附带 提 一 下 ,Erd5s 给 出 一 个 $3 000 fehl: A M 


2 W 使 得 六 一 = o , 则 MM 包含 任意 长 的 算术 级 数 .有 
发 散 性 质 的 最 重要 集合 M 当然 是 素数 集 了 . 
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编辑 于 记 


本 书 是 通过 一 个 数学 小 问题 来 
介绍 一 个 著名 的 数学 猜想 的 解决 过 
程 . 这 是 典型 西方 数学 的 精华 . 我 们 一 
直 有 种 不 好 的 思维 定式 ,认为 什么 都 
源 自 中 国 , 什 么 都 是 中 国 最 早 、 最 好 ， 

有 一 个 段子 : 罗 蕊 皇帝 派 大 使 来 
中 国 , 向 孔 夫 子 下 跪 , 请 赐予 文字 ,和 孔 
夫子 正 吃饭 呢 , 一 心 不 能 二 用 ,随手 用 
第 子 夹 了 儿 根 豆芽 放 在 大 使 帽子 里 ， 
大 使 把 豆芽 带 回 罗马 ,就 有 了 如 今 流 
行 120 多 个 国家 的 拉丁 字母 . 

这 当然 不 是 真 的 . 孔 夫 子 去 世 后 
几 百 年 才 有 罗马 帝国 . 这 是 周有光 老 
先生 在 他 的 《语文 闲谈 少 中 讲 的 一 个 
沙文 主义 者 们 编造 的 笑话 , 意 在 讽刺 
文化 上 的 无 知 上 自 大 

磨 光 变 换 很 形象 很 好 理解 . 范 ， 
德 ，。 瓦 尔 登 则 不 为 大 众 所 熟 悉 , 上 世 
纪 80 年 代 山 东 教 育 出 版 社 出 了 一 本 
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大 书 叫 《世界 数学 家 思想 方法 》, 其 中 阴 东 升 专门 写 了 
一 篇 介绍 范 " 德 瓦尔 登 的 长 文 . 现 附 于 后 , 供 读者 了 解 : 

范 ， 德 瓦尔 登 (1903.2.2 一 ) EMER FER, 
1924 年 阿姆斯特丹 (Amsterdarm) 大 学 毕业 . 在 奔 向 格 
丁 根 (Cittingen ) 的 热潮 中 ,他 也 于 1924 年 秋天 来 到 
了 这 令 人 神往 的 数学 圣地 ,并 追随 诺 特 (A. E. 
Noether) 等 人 学 习 代 数 . 他 选 的 诺 特 的 主要 课程 之 一 
是 “ 论 超 复 数 " ,一 年 后 获得 博士 学 位 . 

在 随 诺 特等 大 师 学 习 的 过 程 中 ,他 很 好 地 掌握 了 
他 们 的 理论 ,学 习 了 概念 的 机 制 并 领悟 了 思维 的 本 质 ， 
特别 是 明确 了 “抽象 代数 ”的 特点 . 这 使 得 他 有 能 力 能 
够 清晰 而 又 深刻 地 表述 出 诺 特 的 想法 和 解决 她 提出 的 
问题 .1926 EAA, 他 和 和 阿 廷 (E. Artin)、 布 拉 施 殉 
(W. J. E. Blaschke ) 及 施 赖 埃 尔 (0. Schreier) 在 汉 
堡 主持 了 理想 论 讨论 班 .1927 年 他 在 格 丁 根 又 极其 成 
功 地 讲授 了 一 般 理 想 论 的 课程 .1928 年 夏天 ,他 在 格 
丁 根 证 明了 分 自然 数 集成 若干 子 集 的 算术 级 数 定理 ， 
一 时 间 成 为 当时 人 们 津津 乐 道 的 话题 . 之 后 ,他 在 诺 
特 、 阿 廷 等 人 有 关 代 数 的 讲义 及 上 述 讨论 班 材料 的 基 
础 上 ,对 以 往 ( 主 要 指 1920 年 以 后 ) 主要 代数 成 就 进 
行 了 系统 而 又 优美 的 整理 ,于 1930 ~ 1931 年 出 版 了 
《近世 代数 学 》(Modern Algebra)( 上、 下 两 册 ) 一 书 . 
此 书 出 版 后 ,立即 风靡 世界 ,成 为 代数 学 者 的 必 备 书 . 
鉴于 本 书 的 性 质 及 其 重要 价值 ,在 代数 学 家 与 数论 专 
Hy + ġġ (H. Brandt,1886. 11. 8 一 1954. 10.9) 的 建议 
下 , 自 50 年 代 第 四 版 起 , 范 “ 德 .瓦尔 登 将 书 名 改 成 了 
《代数 学 》(Algebra) 并 对 其 内 容 进行 了 适当 增删 , 但 
风格 未 变 . 
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1932 年 , 他 的 《量子 力学 中 的 群 论 方法 》(Die 
gruppentheoretische Methode in der 
Quantemechanik) ( 德 文 版 ) 作为 著名 数学 丛书 《数学 
科学 的 基本 原理 》 第 36 卷 出 版 .1974 年 在 改写 的 基础 
上 出 版 英文 版 《Group Theory and Quantum 
Mechanics). 

1935 年 ,斯 普 林 格 (Springer-Verlag) 出 版 他 的 德 
文 版 人 线性 变换 和 群 》(GCruppen von linearen 
Transformatinen ) . 

1939 年 出 版 《代数 几何 》(Einfihrung in die 
algebraische Geometrie) 德 文 版 . 

1979 年 出 版 《 毕 达 哥 拉 斯 》(D. Pythagoras). 

1983 年 出 版 《古代 文明 中 的 几何 和 代 
数 》( Geometry and Algebra in Ancient Civilizations , 英 
XK). 

1985 年 出 版 《代数 学 史 一 一 从 花 拉 子 米 到 诺 
特 》(A History of Algebra From al-Khwarizmi to Emmy 
Noether ) . 

另外 ,他 还 出 版 过 《科学 的 觉醒 》 一 书 , 并 发 表 多 
篇 论文 . 他 不 仅 是 一 个 数学 家 ,而 且 是 一 位 数学 史家 . 

自 20 世纪 50 年 代 以 来 , 范 ' 德 .瓦尔 登 一 直 任 苏 
黎 士 大 学 数学 研究 所 的 教授 . 

范 *“ 德 .瓦尔 登 的 成 就 (已 取得 的 ) 主要 表现 在 代 
数 、 代 数 几 何 、 群 论 在 量子 力学 方面 的 应 用 及 数学 史 等 
领域 中 . 当然 ,他 在 数理 统计 、 数 论 及 分 析 等 领域 中 的 
成 就 也 是 不 可 抹杀 的 . 

在 数论 中 ,他 证 明了 如 下 的 算术 级 数 定 理 ( 也 被 
称 为 Van der Waerden 定理 ): 
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设 上 及 和 1 是 任意 自然 数 , 则 存在 自然 数 n(k,1)(k 
和 /的 函数 ) ,使 得 以 任意 方式 分 长 为 n( 上 ,1) WERE 
然 数 段 为 类 (其 中 ,“ 长 ” 指 项 数 ,kk 类 中 可 能 有 空 
集 ) , 则 至 少 有 一 类 ,含有 长 为 1 的 算术 级 数 . 

这 是 1928 年 的 一 个 结果 . 作为 此 定理 的 一 个 直接 
推论 ,他 解决 了 格 丁 根 一 位 数学 家 提出 的 这 样 一 个 问 
题 :“ 设 全 体 自 然 数 集 以 任意 方式 分 成 两 部 分 (例如 侦 
数 与 奇数 ,或 素数 与 合 数 ,或 其 他 任意 方式 ) ,那么 ,是 
否 可 以 保证 ,至 少 在 其 中 一 部 分 中 ,有 任意 长 的 算术 级 
数 存 在 ?“ 由 答案 是 肯定 的 . 

在 分 析 中 ,他 的 一 个 著名 结果 ,就 是 给 出 了 一 个 处 
处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 实例 : 

设 u(x) 表示 % 与 距 其 最 近 的 整数 的 距离 . 则 

< u(10"x 
f(%) = 2, 
处 处 连续 ,但 P(x) 处 处 都 不 存在 . 包 

RF RAW, WEBER TY LBS ECR 
哥 拉 斯 》《 十 代 文 明 中 的 几何 与 代数 》( 其 中 谈 到 了 中 
国 古 代数 学 的 成 就 , 刘 徽 的 成 就 ),《 代 数学 史 一 一 从 
花 拉 子 米 到 诺 特 》 以 及 《科学 的 觉醒 》( 反 映 了 古 希 脂 
数学 ) 等 . 

他 的 教学 史 著 作 注 重 讲 清 数 学 中 一 些 重要 概念 及 
思想 的 演进 过 程 ( 如 抽象 群 ). 他 的 一 本 著作 往往 按 历 


QD [ 苏 ]A .中 ' 症 钦 著 屎 数论 的 三 颗 明 珠 》, 王 志雄 译 , 上 海 科 技 
出 版 社 1984 年 版 ,第 1 ~ 2 页 . 

D 日 玉兰 等 编 :《 数 学 分 析 题 解 》( 四 ) ,黑龙 江 科技 出 版 社 1985 
年 版 ,第 29,120 ~ 125 页 . 
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史 顺 序 涉及 几 个 专题 ,如 《代数 学 史 》 包 含 :代数 方程 、 
群 和 代数 三 个 方面 . 不 求全 ,但 求 精 . 这 本 著作 是 有 关 
方面 的 一 部 重要 专著 . 

在 数学 的 应 用 方面 ,他 重点 考虑 了 群 论 在 量子 力 
字 中 的 应 用 ,对 搞 清 量子 力学 的 数学 基础 作出 了 重要 
贡献 . 他 不 仅 对 群 论 的 基本 原理 及 其 在 量子 力学 中 的 
主要 应 用 作 了 完整 的 叙述 ,提高 了 量子 力学 的 理论 程 
度 ,而 且 他 还 在 这 种 应 用 性 研究 中 ,提出 了 一 些 重 要 概 
念 . 譬如， 旋 量 ”的 概念 就 是 他 和 盐 当 ( 卫 . Cartan) 各 
自从 不 同 角 度 提 出 的 .中 他 的 这 些 成 就 都 集中 体现 在 
tL AS CHR Sa TAS) Y. 

在 代数 几何 中 ,“Chow 和 范 ' 德 .瓦尔 登 1931 年 
一 般 化 了 Cayley 的 思想 及 Bertini 的 思想 ,证 明了 如 何 
参数 化 射影 空间 PK) 的 不 可 约 代 数 子 变量 的 集 的 
问题 ; 范 * 德 * 瓦尔 登 还 通过 一 般 化 Poncelet 的 思想 ， 
BHAT i(C,V,W) HEX, W Æ PK) 的 不 
可 约 子 变 量 (Subvarieties) )”. 21948 年 ,他 考虑 了 赋 
值 概念 在 代数 几何 上 的 应 用 (Math. Z. ,1948(51), 
511 页 起 的 $4 ~ 8). 他 在 这 方面 的 代表 著作 是 《代数 
几何 》. 

在 代数 领域 中 , 范 ， 德 ， 瓦尔 登 的 工作 涉及 Galois 
理论 ,理想 论 ( 包 括 多 项 式 理想 论 ) 及 群 论 等 多 个 分 
x. 


D B-L- WW: fh: Maa: CHC SET AS) , 赵 展 岳 等 译 ,上 
海 科技 出 版 社 1980 年 版 . 

(2) Jean Dieudonné, History of Algebraic Geometry. Translated by 
Judith D. Sally. Wadsworth, Inc. ,1985;71-73. 
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1931 年 ,他 给 出 了 一 个 真正 求 给 定 方程 fx)=0 
对 于 基础 系数 域 A 的 Galois 群 的 方法 ;利用 它 的 推论 ， 
在 可 迁 置 换 群 一 些 性 质 的 基础 上 ,可 以 来 造 任意 次 数 
的 方程 ,使 得 其 Galois 是 对 称 的 . 用 这 些 方 法 “我 们 不 
但 能 证 明 具 有 对 称 群 的 方程 的 存在 ,还 能 进一步 得 到 
在 全 体系 数 不 超 过 上 界 N 的 整 系数 多 项 式 中 , 当 W 趋 
向 o 时 ,几乎 100% 的 群 是 对 称 的 . ”中 

1929 年 , 他 建立 了 “任意 整 闭 整 环 中 的 理想 
论 " 包 (后 由 阿 廷 修改 为 比较 完美 的 形式 ). 在 某 种 意义 
上 说 , 它 是 古典 理想 论 的 一 种 推广 . 除 此 之 外 ,他 还 考 
虑 了 一 个 在 基 域 K 上 不 可 约 流 形 当 基 域 扩张 时 的 分 解 
问题 . | 

1933 年 ， 在 一 篇 论文 “Stetigkeitssitze für 
halbeinfache Liesche Gruppen” (Math. Zeitschrift 36, 
780 ~ 786) +, th x2 - HK S(J. Von Neumann) 的 
一 个 李 群 表示 定理 作 了 简洁 证 明 , 并 且 证 明了 :“ 紧 半 
单 李 群 的 所 有 表示 都 是 连续 的 "加 等 结论 . 

他 在 代数 领域 的 代表 著作 有 :《 代 数学 》( 上 、 下 
册 ),《 线 性 变换 群 》 等 . 其 中 前 者 被 公认 为 该 领域 的 经 
典 名 著 . 

从 性 质 上 讲 , 范 " 德 * 瓦尔 登 的 成 就 有 这 样 几 方 
面 : 


O [ 荷 ]B.L 范 . 德 . 瓦 尔 登 善 :人 《代数 学 ( 工 )》, 丁 石 孙 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 242 ~ 245 页 . 

D [ 荷 ]B*L: 范 ` 德 :瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( [[)》, 曹 锡 华 等 详 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 547 ~ 555 页 . 

© B - L + Van der Waerden, A History of Algebra, 
Springer-Verlag , 1985 :第 261. 
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(1) 研究 具体 向 题 , 得 具体 成 果 ( WS RAD 
理 ,算术 级 数 定理 等 ) ; 

(2) 综合 认识 某 一 专题 已 得 成 就 ,进行 综合 评论 
(如 他 1942 年 写 的 有 关 赋 值 概念 在 代数 几何 上 的 应 用 
的 评论 . UL Jahresbericht der D. M. V. ,1942(52) 161). 

(3) 系统 整理 某 一 分 支 的 成 就 ,进行 理论 体系 化 
的 工作 ( 如 他 的 《代数 学 》《 代 数 几 何 》《 群 论 与 量子 
力学 》 等 几 本 专 着 》; 

(4)( 与 (1) 逻辑 方面 相对 应 的 ,他 还 注意 ) 历史 
地 认识 数学 ,注重 数学 史 研究 . 从 历史 的 长 河中 把 握 数 
学 (如 《代数 学 史 》). 

当然 ,他 的 成 就 不 仅 表现 在 其 诸多 的 具体 结果 上 ， 
而 且 还 表现 在 其 丰富 、 深 刻 的 思想 方法 中 . 思想 方法 是 
其 成 就 的 灵魂 . 

范 . 德 .瓦尔 登 的 思想 方法 可 分 以 下 5 方面 阐述 . 

(一 ) 追求 证 明 的 简单 性 、 结 论 的 普遍 性 及 知识 的 
系统 性 . 

范 ' 德 ， 瓦 尔 登 在 科研 选 题 方 面 , 既 注意 到 了 改 
进 前 人 的 成 果 , 又 注意 到 了 解决 他 人 提出 的 问题 ;而 更 
重要 的 是 ,他 十 分 注意 并 致力 于 组 织 、 整 理 已 有 的 数学 

在 改进 成 果 方 面 ,他 或 者 简化 已 有 的 证 明 , 或 者 推 
广 已 有 的 结论 . 壁 如 , 像 前 面 我 们 曾 提 到 的 ,他 曾 给 出 
了 冯 ， 诺 依 曼 李 群 表示 定理 的 一 个 简单 证 明 ; 通 过 将 
理想 的 相等 推广 为 “ 拟 相 等 "由 而 得 到 了 任意 整 闭 整 环 


D [ 荷 ]B*L: 范 : 德 * 瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( I 工 )》, 草 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 547 页 . 
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中 的 理想 论 , 实 现 了 古典 理想 论 的 某 些 主要 结论 的 普 
ite (E. 

在 解决 问题 方面 ,他 往往 从 更 广泛 更 一 般 的 意义 
上 进行 思考 ,以 求 获得 更 具 普 遍 性 的 结论 . 这 从 其 解决 
前 面 提 到 的 算术 级 数 问题 一 例 中 可 以 看 出 .正如 数学 
Re (A.A. Xununn) Pro: “AAI EG, + 
瓦尔 登 证 明 的 结果 比 原先 要 求 的 要 多 . 首先 ,他 假设 目 
然 数 不 是 分 成 两 类 ,而 是 分 成 任意 KK 类 (集合 ) ;其 次 ， 
为 了 保证 至 少 有 一 类 含 给 定 ( 任 意 ) 长 的 算术 级 数 ,他 
指出 ,不 一 定 要 分 全 体 自然 数 ,而 只 要 取 茶 一 段 ,这 一 
段 的 长 度 n(k,1) 是 上 和 4 的 函数 ,显然 ,在 什么 地 方 取 
这 一 段 完 全 一 样 , 只 要 它 是 n(k,l) 个 连续 的 自然 
数 . ”中 

显然 ,简单 的 证 明 既 有 益 于 人 们 对 数学 结论 真 的 
理解 ,也 有 益 于 对 数学 美的 感受 (体味 到 简单 美 、 清 晰 
美 等 ); 而 带 有 一 般 性 的 普遍 结论 ; 则 有 利于 人 们 看 清 
数学 对 象 间 关系 或 属性 的 真正 本 质 ( 如 自 数 的 算术 级 
数 定 理 范 ， 德 * 瓦尔 登 定理 比 当年 格 丁 根 的 数学 
家 提出 的 问题 的 肯定 答案 更 深刻 地 反映 出 了 自然 数 
( 集 ) 的 属性 ). 总 之 ,使 已 有 结论 的 得 来 过 程 人 简明 化 、 
使 结论 更 贴近 事物 的 本 质 使 对 象 间 的 本 质 逻 辑 
联系 更 加 清晰 化 , 即 简明 清晰 的 带 近 事物 的 本 质 , 有 是 
范 ， 德 " 瓦尔 登 追 求 的 主要 目标 之 一 . 这 不 仅 表现 在 
他 对 具体 问题 的 处 理 上 ,而 且 还 表现 在 他 对 已 有 数学 
(特别 是 代数 ) 成 就 的 理论 化 整理 中 . 


© [ 苏 ]A. A 辛 钦 著 :《 数 论 的 三 颗 明 珠 》, 王 志雄 译 , 上 海 科 技 
出 版 社 1984 年 版 . 
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他 不 仅 研究 普通 意义 上 的 数学 对 象 ( 如 自然 数 ， 
李 群 等 ) 及 其 属性 ,而 且 还 研究 更 高 层次 上 的 数学 对 
象 一 一 数学 命题 间 的 各 种 逻辑 联系 . 虽然 这 种 研究 具 
有 元 数学 的 味道 ,但 二 者 的 目的 过 然 不 同 . 范 ' 德 ， 瓦 
尔 登 的 目的 在 于 ,在 这 种 探 宛 的 基础 上 ,寻找 出 一 个 简 
明 清晰 甚至 优美 的 逻辑 框架 ,以 将 已 有 主要 结果 整理 
成 一 个 理论 体系 ,以 便 后 人 较 轻 松 、 系 统 地 把 握 前 人 的 
思想 精华 . 因为 他 知道 ,数学 的 发 展 需 要 继承 . 为 了 使 
这 种 发 展 能 良性 地 进行 下 去 ,提供 好 的 继承 基础 是 必 
要 的 . 他 的 这 方面 的 典型 成 果 之 一 是 《代数 学 》. 这 部 
著作 ( 上、 下 两 卷 ) 概括 了 1920 ~ 1940 年 左右 代数 学 
的 主要 成 就 一 一 特别 是 诺 特 学 派 的 主要 成 就 ; 正 是 由 
于 它 的 出 现 , 诺 特 等 代数 大 师 的 杰出 思想 才 得 以 三 为 
流传 .抽象 代 数学 才 正 式 宣布 诞生 (一 种 新 理论 的 诈 
E) 它 是 抽象 代数 学 的 真 基 之 作 . 

(=) 由 特征 分 离 概括 化 原则 提出 概念 , 沿 一 般 化 
归 为 特殊 之 路 进行 研究 . 

数学 研究 ,就 是 要 研究 菜 些 数学 对 象 的 属性 或 对 
象 间 的 内 在 关系 .这 首先 要 有 明确 的 对 象 一 一 概念 作 

在 提出 概念 方面 , 范 . R ARRERA YT FRR 
想 :首先 分 析 茶 一 ( 些 ) 对 象 RE E NAE Es a 
将 这 些 性 质 帮 出 来 作为 公理 ,来 形 承 地 定义 一 个 新 的 
对 象 .这 正 是 徐 利 治 先生 所 明确 提出 的 “特征 分 离 概 
括 化 原则 ”. 


D 徐 利 治 :《 数 学 方法 论 选 讲 》, 华中 工学 院 出 版 社 1988 年 第 2 
版 ,第 191 页 . 
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壁 如 ,“ 拟 相等 ”的 出 现 即 经 历 了 这 样 一 个 过 程 . 
设 0 是 一 个 整 环 ,为 其 商 域 ;a 为 一 分 式 理想 ,a” 为 
其 逆 理 想 . 显然 ,对 于 理想 a 和 og RH, Fao, D 
a”=o .这 是 相等 关系 “=” 的 一 个 性 质 . 现在 将 此 性 
(a =o) 抽取 出 来 ,作为 公理 , 便 可 形式 定义 出 
“Wate” “a 拟 相等 于 oo, 如 果 a” =o. O 

特征 分 离 概括 化 原则 是 抽象 化 、 形 式 化 和 公理 化 
三 大 方法 的 一 种 合成 物 . BB+ 瓦尔 登 早 在 随 诺 特 
学 习 期 间 , 便 掌握 了 概念 的 机 制 及 思维 的 本 质 ,对 抽象 
代数 学 的 “抽象 化 " “形式 化 ”和 "公理 化 ”有 着 深刻 
的 认识 ,他 曾 明确 谈 到 : “抽象 的 ” “形式 的 ”或 “公理 
化 的 ”方向 在 代数 学 的 领域 中 造成 了 新 的 高 潮 , 特 别 
在 群 论 , 域 论 .赋值 论 , 理 想 论 和 超 复 系 理论 等 部 分 中 
引起 了 一 系列 新 概念 的 形成 ,建立 了 许多 新 的 联系 ,并 
导致 了 一 系列 深远 的 结果 .外 因此 ,他 综合 运用 抽象 
化 .形式 化 ,公理 化 的 方法 创造 新 概念 是 自然 的 . 

在 具体 数学 研究 方面 ,他 的 思想 之 一 是 ,首先 设计 
一 个 总 体 策略 ,然后 逐步 实施 . 先 规划 蓝图 ,再 实际 建 
筑 . 将 一 般 化 归 为 特殊 ,是 他 常用 的 一 张 图 纸 . 这 是 一 
种 为 了 认识 一 般 , 而 首先 认识 特殊 ,然后 凭借 一 定 手 段 
将 一 般 化 归 为 特殊 以 达到 最 终 把 握 一 般 的 目的 的 方法 . 

和 譬如, 范 ' 德 .瓦尔 登 在 建立 赋值 论 ,解决 下 述 问 
题 “ 假 设 已 经 给 定 了 域 & 的 一 个 ( 非 阿 基 米 德 ) 赋值 


D [ 荷 ]B:L: 范 : 德 瓦 尔 登 蔷 :《 代 数学 ( 了 )》, 草 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 547 页 . 

© [ 荷 ]B:L: 范 : 德 :瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( 工 )》, 丁 石 孙 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 1 页 . 
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p 我 们 考虑 K 的 一 个 代数 扩 域 A, 并 提出 这 样 的 问题 : 
域 k 的 赋值 p 能 不 能 、 且 有 多 少 种 方式 可 以 开拓 成 域 
4 的 赋值 盏 "由 时 , 即 遵循 了 这 一 思想 . 他 首先 考虑 了 k 
为 完备 的 赋值 域 这 一 特殊 情况 ,然后 通过 风 入 的 办 法 
将 一 般 赋 值 域 的 情形 归结 为 完备 的 情形 (一般 赋值 域 
k 有 两 种 情况 :完备 和 不 完备 . 完备 时 属于 前 者 ;不 完 
备 时 , 肉 入 到 菜 完 备 赋值 域 中 即 可 ) 而 获得 最 终 解 . 
当然 ,化 归 的 手段 是 很 多 的 . 两 入 的 方法 代表 着 一 
种 类 型 ;在 茶 种 意义 上 说 ,一 般 和 特殊 间 上 共有 局 部 和 和 整 
体 的 关系 . 还 有 一 种 类 型 ,就 是 化 归 的 双方 不 共有 这 种 
局 部 、 整 体 的 关系 (或 者 不 必 考 虑 这 种 关系 ). SH, 
We E+ 瓦尔 登 在 处 理 下 述 问 题 “ 设 j4 是 基 域 PP 上 的 
一 个 半 单 代数 . 我 们 要 研究 的 是 , 当 基 域 P 扩 张 成 一 个 
TRAR, RA u 将 受到 怎样 的 影响 :p 的 哪些 性 质 仍 
旧 保 持 不 变 , 哪 些 性 质 将 会 消失 "名 时 ,其 "研究 是 按 如 
下 的 程序 来 进行 的 : 先 设 jy 为 一 域 ,再 设 它 为 一 个 可 除 
代数 ,其 次 再 设 它 为 一 单 代数 ,最 后 才 设 它 为 一 般 的 半 
单 代 数 . 每 次 都 是 把 下 一 个 较为 复杂 的 情况 归结 为 前 
面 较 为 简单 的 情况 ”. 久 其 中 , 域 一 可 除 代 数 BK 
数 一 半 单 代数 ,是 个 一 般 化 的 过 程 . 因而 问题 的 解决 
也 是 走 的 一 般 向 特殊 化 归 之 路 (只 是 这 种 化 归 被 相继 
多 次 运用 而 已 ). 当然 ,这 里 也 蕴含 了 复杂 向 简单 化 归 


D | fo] BL: 范 : 德 : 瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( 了 )》, 草 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 324 页 . 

D [ 荷 ]B':L: 范 : 德 :瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( [[ )》, 草 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 659 ~ 660 页 . 
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学 出 版 社 1978 年 版 ,第 659 ~ 660 页 . 
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BY E E 

在 《4 代 数学》 中 , 范 ， 德 ， 瓦 尔 登 至 少 在 六 处 不 同 
环境 中 明确 地 运用 了 一 般 向 特殊 化 归 的 思想 ,这 也 足 
见 他 对 这 一 思想 的 重视 (实际 上 ,《 代 数学 》 已 经 表明 ， 
这 一 思想 不 仅 是 研 冤 方法 ,而 且 是 一 种 理论 化 的 重要 
A i): 

(=) 限制 一 一 重点 转移 的 具体 手段 ,历史 一 一 
前 进 道 路 的 寄生 之 地 . 

对 于 数学 研究 来 说 , 仅 有 宏观 蓝图 是 不 够 的 ,还 须 
有 其 他 较 具 体 、 细 致 的 方法 来 配合 , 方 能 实现 认识 数学 
对 象 的 愿望 . 方法 是 多 种 多 样 的 . 这 其 中 ,限制 的 主 法 、 
从 历史 中 寻求 前 进 的 道路 (或 启示 ) NK 
德 ， 瓦尔 登 青睐 . 

由 于 数学 对 象 往往 是 具有 菜 些 性 质 的 对 象 ,是 载 
体 与 性 质 (属性 ) 的 统一 体 . 因此 ,限制 的 方法 基本 上 
有 两 种 类 型 :载体 的 限制 及 属性 的 限制 . 前 者 主要 志 
和 ,思维 的 着 眼 点 从 载体 整体 过 渡 到 其 某 局 部 的 过 程 ; 
而 后 者 主要 是 指 ,思维 的 着 眼 点 从 属性 总 体 过 渡 到 其 
某 部 分 的 过 程 . 不 论 哪 一 种 , 限制 都 是 思维 “重点 转 
移 ” 的 具体 手段 . 这 两 种 限制 方法 , 范 " 德 . 瓦尔 登 在 
数学 证 明 中 都 进行 了 充分 运用 . 

璧 如 ,在 证 明 群 论 中 的 第 一 同 构 定理 由 

设 G 是 群 ,A 是 其 一 正规 子 群 ,B 是 G 的 一 个 子 群 ， 
则 A 由 B 是 B 的 正规 子 群 , 且 有 

AB/A = B/(A N B) 


© 有 的 书 中 称 之 为 第 二 同 构 定理 
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时 ,他 给 出 了 这 样 的 思路 :考虑 同 态 CG ~ C/A,WAEG 
中 考虑 问题 . 此 时 4B/A = p(B) ;然后 对 群 载体 C 进行 
限制 ,在 子 群 B 上 看 问题 . 借助 于 gq, 可 诱导 出 一 同 态 


Be orB) whit, BRA Ker ol, =A NB, 疡 以 
p(B) 2 B/Ker ø | p =B/(ANB). #L-K, RELA 
WE, AB/A 呈 B(A N B). W, ZERALA A, 

得 一 些 结论 ;然后 在 局 部 的 立场 上 再 看 问题 ,又 得 一 些 
os, 取 后 ， 将 二 者 结合 起 来 ， sa aa es 显 
然 , 这 里 面 除了 限制 法 以 外 ,还 蕴含 着 范 ， 德 * 瓦尔 登 
的 下 eh ee gh gt ee 
bk, Be. 

再 如 ,在 证 明 有 限 体 是 域 时 ,他 和 采取 了 如 下 路 线 : 
“EKA-ARA,ZACN HO m AK EZ 上 的 指 
数 .天 PY ES TC RB 8S LSE BRA RAF AK SD 
之 内 ,而 后 者 在 ZZ 上 的 次 数 等 于 m. 可 是 我 们 知道 ,P" 
个 元 素 的 伽 罗 瓦 域 2 的 一 切 丈 次 扩 域 是 彼此 等 价 的 . 
因此 ,这 些 极 大 交换 子 体 可 由 它们 当中 的 某 一 个 , 警 如 
说 成 经 过 天 中 元 素 的 变形 得 到 

y= kX ko 
如 果 除 去 玉 中 的 零 元 素 不 计 , 则 天 成 为 一 群 D 
RITNR, IRA R AMTARE ,并 且 这 些 
共 扼 子 群 合并 在 一 起 能 充满 整个 群 全 ( 因为 中 每 个 
元 素 都 包含 在 某 一 蕊 之 内 ). 可 是 另 一 方面 ,我 们 有 下 
面 的 群 论 定理 : 

引 理 有 限 群 D 的 真子 群 涡 和 它 的 全 部 共 扼 子 群 
sis ”不 可 能 充满 整个 D. 

所 以 咒 不 可 能 是 包 的 真子 群 . AIR =D, Am 
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K = X. 因此 KK 是 可 交换 的 . ”即将 体 的 问题 归结 为 群 
的 问题 ,再 借助 于 群 的 结论 来 达到 有 关 体 的 结论 的 方 
法 . 其 中 ,限制 的 方法 起 了 关键 性 的 作用 . (借助 于 它 ， 
作者 才 实 现 了 由 体 到 群 的 转换 . ) 这 里 的 限制 主要 是 
属性 限制 . 体 有 两 个 相互 联系 的 方面 :加 法 群 性 和 乘法 
群 性 (去 挥 零 元 ). 上 述 证 明 是 由 体 的 属性 向 其 部 
分 乘法 群 属性 过 渡 的 结果 . 当然 ,从 证 明 的 总 体 
结构 上 看 , 它 符合 RMI RMON RA. 其 框图 如 下 : 

属性 限制 


概念 映射 

在 发 展 的 长 河中 ,与 限制 相近 的 一 种 现象 ,是 “后 
退 ”, 是 对 历史 的 重视 . ws B+ 瓦尔 登 不 仅 明确 地 研 
究 数 学 史 , 而 且 还 将 历史 上 一 些 重要 的 思想 方法 拿 到 
今天 来 发 扬 光 大 . 继承 是 为 了 发 展 ,后 退 是 为 了 前 进 . 
当 一 个 问题 的 研究 百 思 不 得 其 解 时 ,他 往往 注意 到 历 
史 中 去 吸取 营养 .寻求 启示 ,发 据 摆 脱困 境 的 道路 . 确 
实 , 历 史上 有 许多 榜样 可 供 借鉴 . 他 在 希望 用 代数 工具 
来 替换 (代数 几何 中 的 ) 连续 性 的 工作 (抽象 化 思想 的 
产物 ) P, 曾 遵 循 了 这 一 思想 . 正如 数学 家 迪 尼 多 内 
((J. Dieudonné) 所 说 :为 了 蔡 换 连续 性 的 思想 ,他 


QD [ 荷 ]B*L: 范 : 德 : 瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( 了 )》, 曹 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 706 ~ 707 页 . 

D RANE: CCED AWYA, 华中 工学 院 出 版 社 1988 年 第 2 
版 ,第 24 ~ 29 页 . 
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首先 复苏 了 使 复 射 影 几 何 得 以 产生 的 过 程 . "由 这 是 改 
造 旧 方法 ,解决 新 间 题 的 生动 一 例 . 

总 之 , 范 ' 德 .瓦尔 登 不 仅 注 意 逻 辑 层 次 上 的 限 
制 方法 ,而 且 注 意 历 史 层 次 上 的 限制 方法 . 不 过 ,对 于 
后 者 来 说 ,限制 的 目的 主要 在 于 开拓 . 

(四 ) 广义 同一 法 一 一 解决 问题 的 一 种 工具 ,下 
动 上 调 法 一 一 提出 问题 的 一 种 手段 . 

数学 大 师 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 认为 ,问题 ,是 数 
学 的 活 的 血液 . 研究 数学 就 是 要 (直接 或 间接 , 显 性 或 
隐 性 地 ) 解决 问题 . 问题 ,是 有 关 数 学 对 象 的 问题 . A 
此 ,数学 至 少 包 含 三 方面 的 内 容 :创造 对 象 ; 提 出 问题 ; 
解决 问题 . 当然 ,作为 理论 来 讲 , 数 学 还 应 有 整理 结论 
或 系统 化 已 有 成 果 的 方面 . 在 这 四 方面 , 范 " 德 “瓦尔 
登 都 从 思想 方法 上 做 出 了 自己 的 贡献 . 一 、 四 两 个 方面 
前 面 做 了 简单 说 明 , 对 于 三 (解决 问题 ) ,也 说 明了 化 
归 与 限制 的 运用 . 这 些 , 当 然 还 远 不 是 全 面 的 . 在 解决 
问题 方面 ,我 们 再 来 看 一 下 他 对 同一 法 的 应 用 及 其 推 
a E A a 

同一 法 主要 用 于 解决 有 关上 有 具 有 唯一 性 的 对 象 的 问 
题 . 其 含义 是 这 样 的 :为 证 对 象 4 具有 性 质 P( 其 中 共 
有 已 的 对 象 是 唯一 的 ) ,可 先 做 已 的 对 象 4 ,然后 证 明 
4=4'. 范 . 德 *“ 瓦 尔 登 在 证 明 下 述 问 题 时 ,采用 了 这 一 
思想 . 

设 丁 是 有 理 数 域 .四 ,(%) =0 是 以 全 部 及 次 原单 位 
根 为 根 的 方程 ( 人们 称 之 为 分 图 方程 ). 则 g$,(x)=0 


T Jean Dieudunné,History of Algebraic Geometry| M ]. 
Wadsworth, Inc. 1985. 
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在 栈 中 是 不 可 约 的 .中 

为 证 ,(%)=0 在 矿 中 不 可 约 , 先 任 选 一 以 某 原 单 
位 根 为 根 的 不 可 约 方程 儿 x) = OC HERS x) HAR 
多 项 式 ) ,然后 他 通过 证 明 f(%)=,(x) 而 达到 了 上 述 
结论 . 

在 其 他 类 似 场 合 ,他 推广 了 同一 法 的 思想 ,运用 
“广义 同一 法 ”的 思想 来 解决 问题 . 壁 如 ,在 证 明 有 关 
典 入 问题 时 ,他 采用 了 如 下 思路 :0Q2 是 已 的 代数 封闭 
域 , 王 是 已 的 代数 扩张 . AUSLAWS TRAN) ,可 
先 考虑 王 的 代数 封闭 扩 域 (2.02' PORES HN. 因而 
5L 人 2 巴 这 一 路 线 和 同一 法 是 相似 的 . 其 区 别 仅 仅 在 
于 ,这 里 是 等 价 ,而 不 是 相等 . 等 价 是 相等 关系 的 一 种 
推广 . 这 一 路 线 便 运 用 的 是 广义 同一 法 . 当然 ,这 一 问 
题 的 解决 过 程 , 也 可 看 做 是 等 价 转换 的 结果 :为 证 工具 
HA SLO ,可 先 做 写 的 代数 封闭 域 (2 SERA 
HSL” MARAE KENMERK SL ASL 
(2'” 是 等 价 的 (可 相互 转化 ), 因 此 LQ2 即 ,为 证 4 
具 性 质 P, 可 先 证 4 上 其 P', 然 后 由 PP 和 P' 的 等 价 性 来 推 
H A LP hy 28 7b. 

在 提出 问题 方面 ,他 强调 了 对 象 属 性 对 对 象 的 依 
赖 性 . 当 对 象 发 生变 化 时 , 属性 往往 也 跟着 作 相 应 调 
整 , 即 属 性 和 对 象 间 在 动态 上 有 一 种 “ 协 变 ”关系 . 基 
于 对 这 种 关系 的 认识 ,往往 可 提出 一 些 有 益 的 问题 来 . 
壁 如 ,对 象 变化 时 ,属性 如 何 变 化 ? 具体 实例 如 :” 如 


[本 JB:L 范 : 德 * 瓦 尔 登 著 :《 代 数学 ( )》, 丁 石 孙 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 210 ~ 213 页 . 

@ [| fap |B: Le fi Pa 瓦尔 登 关 :《 代 数学 ( | )》, 丁 石 孙 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 253 页 . 
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果 我 们 把 基 域 上 扩大 到 域 A 同时 扩 域 K(8) 也 相应 地 
扩大 到 A(9) ,那么 K(9) 对 于 KK 的 Galois 群 有 什么 改 
变 ” 中 “我 们 将 ……… (笔者 省 略 ) 考察 ,例如 在 整数 环 
内 成 立 的 简单 规律 ,在 一 般 环 上 可 以 推广 到 怎样 的 地 
步 "“ 设 凡是 基 域 已 上 的 一 个 半 单 代数 . 我 们 要 研究 的 
是 , 当 基 域 已 扩张 成 一 个 扩 域 人 时 ,代数 风 将 受到 怎样 
的 影响 冯 的 哪些 性 质 仍旧 保持 不 变 , 哪 些 性 质 将 会 消 
失 ” 包 等 等 . 如 果 我 们 将 对 象 看 作 其 属性 的 基础 的 话 ， 
那么 ,这 种 提问 题 的 模式 可 称 为 “下 动 上 调 法 ”. 

只 要 看 一 看 《代数 学 》, 就 会 发 现 , 范 ， 德 .瓦尔 登 
还 利用 其 他 方式 来 提出 问题 . 如 “逆向 思维 法 ”; 他 在 
处 理 了 “古典 理想 论 的 合理 建立 ”后 , 紧 接 着 下 一 节 便 
考虑 这 节 结 果 的 逆 . 

显然 ,下 动 上 调 法 提问 题 的 模式 也 可 看 作 是 对 类 
比 法 的 一 种 运用 (对 象 虽 发 生 了 变化 ,但 还 有 类 似 之 
处 ,那么 它们 性 质 的 类 似 性 又 如 何 呢 哪些 基本 相 
同 ,哪些 不 同 ). 在 这 种 方法 中 ,很 重要 的 一 种 形式 是 
“集合 化 ”的 方法 . 它 是 指 由 对 某 种 元 素 的 考虑 过 渡 到 
对 这 些 元 素 的 集合 (或 类 ) 的 考虑 的 方法 ,是 思维 重点 
转移 的 一 种 体现 ,是 结构 数学 思维 的 一 个 特点 . 这 方面 
的 例子 在 《代数 学 》 中 出 现 得 很 多 ,其 一 典型 实例 如 ， 
wt: H+ 瓦尔 登 在 任意 整 闭 整 环 中 的 理想 论 的 建立 过 
程 中 ,在 考虑 了 拟 相 等 理想 类 的 一 些 性 质 后 ,思维 层次 


© [ 桨 JB:L- 范 : 德 -瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( | )》, 丁 石 孙 等 详 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 208 页 . 

加 | fap |B-L- 70+ fh + 瓦尔 登 著 :《 代 数学 ( 了 )》, 曹 锡 华 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 450,659 ~ 660 页 . 
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一 转 , 上 升 到 拟 相 等 理想 类 组 成 的 集合 ,通过 概括 得 到 
了 此 集 作 为 代数 结构 的 一 个 性 质 拟 相等 理想 类 
做 成 一 个 群 . 

总 之 , 范 ， 德 * 瓦尔 登 对 下 动 上 调 法 , 既 从 同一 层 
次 的 对 象 上 进行 了 运用 (如 基 域 KK 到 域 A,K 和 A 都 是 
代数 结构 层次 中 的 域 ) ,也 从 不 同 层 次 上 的 对 象 中 进 
行 了 运用 ( 如 元 素 到 集合 ) ,具有 某 种 逻辑 的 全 面 性 . 

(E) 有 关 材 料 组 织 的 一 些 思想 及 其 他 . 

在 对 已 有 材料 (成 果 ) 的 组 织 整 理 方面 ,除了 前 面 
谈 到 的 有 关 思 想 外 , 范 ， 德 . 瓦尔 登 还 注意 到 了 “ 殊 途 
Eya” “构造 化 “至 美 ” 和 ”充分 明晰 地 展示 占 统 治 
地 位 的 普遍 观点 ”等 思想 . 

一 个 结论 可 由 不 同方 法 或 沿 不 同 途 径 得 出 ,这 便 
是 殊途同归 现象 . Sw, 有关 线性 相关 和 线性 无 关 的 
“替换 定理 ”, 既 可 由 相关 、 无 关 的 性 质 直 接 推 证 , 亦 可 
由 群 论 的 方法 把 它 推 导出 来 , 便 是 其 中 一 例 . 正 因 如 
此 ,同一 结论 才能 被 纳入 不 同 数学 语言 体系 中 (如 相 
AES . 群 论 或 模 论 语言 等 ) 去 . 多 角度 、 多 方位 地 认 
识 同一 对 象 ,有 助 于 搞 清 事物 间 多 方面 的 逻辑 联系 , 同 
时 ,也 有 助 于 强化 灵活 处 理 问 题 的 思维 变换 能 力 . 

构造 化 ,是 一 种 日 益 清 晰 认识 对 象 本 质 的 方法 ,是 
一 种 由 非 构 造 性 走向 构造 性 的 过 程 . Boe Be 瓦 
尔 登 在 处 理 Galois 群 时 即 走 了 这 一 条 路 :他 首先 一 般 
地 讲述 Galois 群 的 有 关 方 面 , 然 后 才 有 具体 给 出 求 给 定 
H t2 f(x) =0 对 于 基础 域 的 Galois 群 的 可 行 方法 .( 当 
然 , 构 造化 还 是 解决 问题 的 一 种 方法 . ) 

琴 美 ,是 追求 完善 与 完美 的 一 种 思想 . 这 在 范 
德 ， 瓦 尔 登 的 工作 中 亦 有 生动 体现 . 他 在 选材 方面 ,总 
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是 先 比较 、 后 选择 ,从 众多 的 文献 中 挑 出 简明 的 证 明 或 
对 一 种 理论 优美 处 理 . 壁 如 ,对 复数 域 上 的 代数 函数 十 
典 理论 之 黎 曼 — 罗 赫 (Riemann — Roch) 定理 的 证 明 ， 
他 在 比较 了 施 密 特 (F. K. Schmidt) 和 韦 伊 (A. 
Weill) 等 人 的 方法 后 , 选择 韦 伊 在 J. reine angew. 
Math. , 1938(179) 中 给 出 的 较 简 单 的 证 明 编 入 《代数 
FIC) 中 , 即 是 其 中 一 例 . 再 如 ,对 于 其 成 果 之 一 
“任意 整 闭 整 环 中 的 理想 论 ”, 由 于 他 发 现 阿 廷 给 出 的 
处 理 方式 比较 完美 , 因而 ,在 《代数 学 》( 耳 ) 中 , 当 他 
讲 到 这 一 部 分 时 , 便 采 用 了 阿 廷 的 形式 .这 也 是 至 美原 
则 的 其 体 体现 . 

殖 美 是 完善 化 与 完美 化 的 统一 . 完善 化 往往 和 精 
确 化 .明晰 化 紧密 相连 , 它 往 往 表现 为 对 已 有 对 象 的 修 
wi HA. 作为 对 这 一 点 的 应 用 , 范 “ 德 "瓦尔 登 曾 清 
晰 地 表述 了 诺 特 的 思想 ,这 种 表述 的 部 分 内 容 ( 如 他 
1924 ,1926 ,1927 年 听话 特 的 讲座 的 超 复杂 笔记 ) 后 来 
被 诺 特 所 采用 ， 成 为 她 的 论文 “Hyperkomplexe 
Grössen und Darstellungstheorie” (Math. Annalen 30, 
641 ~ 692) Hata. OG op, fh Aaa JS AB A h ae E 
#(L. E. Dickson) 提出 的 群 概念 (一 种 ) ,2 也 是 完 
化 的 一 例 . 

在 《代数 学 》 的 写作 中 ,他 提出 并 执行 了 “充分 明 
晰 地 展示 占 统 治 地 位 的 普遍 观点 ”的 原则 . 辟 如 ,展示 


DD B.L.van der Waerden, A History of Algebra. Springer-Verlag. 
1985 ,21 1-244 

®© B.L. van der Waerden, A History of Algebra. Springer-Verlag. 
1985 , 123 
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合理 化 的 思想 :他 用 公理 化 的 方法 不 仅 处 理 了 数学 结 
构 的 一 些 代数 性 质 (主要 指 同 构 不 变性 ) ,而 且 还 考虑 
了 一 些 非 代 数 性 质 , 如 实 性 、 正 性 等 ;不 仅 用 公理 化 方 
法 研究 普遍 意义 上 的 代数 课题 ,而 且 还 研究 一 些 本 属 
于 “ 非 ” 代 数 领域 的 内 容 的 代数 形式 ,如 代数 函数 的 微 
分 法 . 在 他 看 来 ,一 部 好 的 著作 ,首先 要 让 读者 能 从 中 
充分 地 认识 到 内 容 的 思想 本 质 、 认 识 到 理论 的 思想 核 
心 . 正 是 由 于 他 坚持 这 一 原则 , 才 使 得 其 著作 具有 如 下 
特点 ;不 仅 明 确 告诉 读者 某 一 问题 是 如 何 引出 的 、 结 论 
的 证 明 思 路 是 怎样 的 结论 的 本 质 是 什么 ,而 且 在 每 一 
证 明 过 程 中 还 都 充分 注意 沿 着 一 条 有 所 交代 的 清晰 明 
澈 的 道路 前 进 . 读者 边 读 ,头脑 中 便 会 不 断 逐 渐 浮 现 出 
思路 的 图 像 , 使 人 受益 菲 浅 (不 仅 学 到 了 知识 、 还 会 从 
中 产生 一 种 数学 美的 感受 ). 

当然 ,他 不 仅 注意 到 对 内 容 处 理 的 艺术 性 ,而 且 还 
注意 到 了 内 容 存 在 或 表述 形式 的 艺术 性 . 在 这 方面 ,他 
特别 强调 语言 刻画 的 启发 性 . 这 从 他 处 理 自 旋 时 的 一 
段 叙 述 中 可 以 看 出 来 . 

“为 了 以 一 种 富有 启发 性 的 方式 使 情况 更 清楚 


些 ,可 以 想象 长 度 i 的 轨道 角 动量 矢量 和 长 度 为 了 
的 自 旋 角 动量 矢量 组 成 一 长 度 加 坟 (j=! +7) WER 
E. ss (省略 号 为 笔者 所 加 )”.， 

另外 ,他 也 注意 上 、 下 文 的 自然 连接 ( 运用 由 特殊 


D BL: 范 : 德 :瓦尔 登 著 :《 群 论 与 量子 力学 》 BREEF, E 
海 科技 出 版 社 1980 年 版 ,第 131 页 . 
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到 一 般 ,或 由 一 般 到 特殊 等 手段 ) ,尽量 使 整个 着 作成 
为 一 个 紧凑 的 系统 性 整体 . 追求 紧 竣 性 的 例证 如 :“ 由 
于 最 近 一 个 时 期 出 现 了 群 论 、 古 典 代 数 和 域 论 方面 的 
许多 出 色 的 表述 ,现在 已 有 可 能 将 这 些 导 引 性 的 部 分 
紧凑 地 (但 是 完整 地 ) 写 出 来 . "中 (这 是 其 著作 得 以 出 
现 的 一 个 客观 前 提 性 条 件 . ) 显然 ,这 段 话 本 身 也 蕴含 
着 范 ， 德 * 瓦尔 登 的 “组合 ” “概括 ”的 思想 . 

展示 思想 方法 一 一 注重 思想 方法 的 外 露 ,不 仅 是 
范 德 瓦 尔 登 著 书 立 说 的 一 条 原则 ,而 且 也 是 其 重要 的 
学 习 、 研 究 数学 的 方法 . 只 有 明确 了 已 有 成 果 的 方法 论 
实质 , 才 算 真正 领会 了 其 精神 ;也 只 有 这 样 ,才能 推 陈 
出 新 或 为 推陈出新 葛 定 一 个 良好 的 基础 . 不 论 是 从 思 
想 上 阅 释 已 有 成 果 , 还 是 在 此 基础 上 有 所 创新 ,对 于 数 
学 的 发 展 来 说 ,都 是 需要 的 ,是 有 益 的 工作 . a 
瓦尔 登 阅 明 成 果 的 方法 论 实质 的 习惯 ,从 其 《代数 学 
史 》 中 可 了 略 见 一 斑 . 

对 于 方法 , 范 ， 德 . 瓦尔 登 认 识 到 了 两 种 类 型 . 一 
种 是 原则 性 的 方法 ,如 由 特殊 到 一 般 、 类 比 等 ;为 一 种 
是 命题 性 (原理 型 ) 方法 . 它 是 以 某 命 题 为 推理 中 介 
(桥梁 ) 进行 推论 的 一 种 方法 . (如 引 理 的 运用 ). HA 
体 实 例 , 范 ， 德 * 瓦尔 登 曾 谈 到 , 准 素 理想 gq 与 其 一 到 
理想 (属于 gq 的)p 及 指数 p 的 下 列 性 质 : 

(1)p’ =0(q) = (p); 

(2) Hfg =0(q) 及 f 才 0(p) MA g 三 0(g). 
是 两 个 极 重 要 的 方法 (在 理想 论 中 ) ,由 此 常常 可 以 推 


中 [ 荷 ]j BL: 范 : 德 :瓦尔 登 著 :《 代 数学 (1)》, 丁 石 孙 等 译 , 科 
学 出 版 社 1978 年 版 ,第 1 页 . 
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导 同 余 式 f? =0(9g) 以 及 g =0(q). 中 命题 性 方法 具有 
普遍 性 , 因 任 何 一 步 次 辑 推理 基本 上 都 要 用 到 一 个 起 
媒介 作用 的 命题 . 

原则 性 方法 往往 不 具 机 械 性 死 程 序 , 它 只 是 一 种 
思路 模式 ;而 命题 性 方法 则 不 然 , 它 是 " 死 ” 的 ,只 要 推 
理 中 达到 了 前 提 条 件 ,那么 ,推理 就 一 定 可 以 跳 到 结论 
那 一 步 (命题 具有 二 重 性 : 当 人 们 仅 注 意 命题 本 身 时 ， 
它 反映 着 前 提 和 结论 间 的 一 种 逻辑 联系 ; 当 人 们 将 其 
纳入 推理 链条 时 , 便 可 利用 这 种 逻辑 联系 来 进行 推论 ， 
这 时 它 便 具有 了 方法 性 ,成 了 逻辑 的 旅行 途中 的 一 座 
桥 、 一 条 船 ). 二 者 基本 上 构成 了 对 方法 的 一 个 完全 分 

迄今 为 止 , 我 们 主要 考虑 了 范 ， 德 ， 瓦 尔 登 在 生 
产 建筑 材料 (具体 成 果 、 提 出 好 的 问题 等 )、 义 画 数 学 
大 厦 图 纸 及 具体 建筑 并 修饰 这 座 大 厦 等 方面 的 一 些 思 
想 方 法 ,对 于 应 用 ,尚未 涉及 . 对 此 ,我 们 仅 述 一 言 , 他 
的 应 用 数学 思想 ,主要 是 模型 法 ,主要 是 用 和 群 论 这 一 数 
学 理论 性 模型 来 讨论 量子 力学 问题 . 图 示 如 下 : 


a 概念 映射 ” | 数学 主要 是 
jn 


群 论 问题 
解决 量子 


力学 问题 


D B'L' 范 ' 德 "瓦尔 登 着 六 代数 学 ( 工 )》, 曹 锡 华 等 译 , 科 学 出 
版 社 1978 年 版 ,第 511 页 . 
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这 反映 着 RM 原则 中 的 思想 . 

(1) 跟 大 师 学 习 , 读 大 师 的 著作 , 挖掘 方法 论 本 
质 . 

(2) 既 注意 推陈出新 ,又 注意 做 已 有 成 果 思 想 的 
ERLE. 阐释 也 十 一 种 创造 . 

(3) 既 研 究 普通 数学 对 象 间 的 联系 ,又 研究 已 有 
成 果 间 的 逻辑 联系 . 

(4) 注重 思维 重点 转移 的 原则 . 

(5) 对 数学 美的 追求 ,推动 数学 研究 工作 的 进展 . 

本 书 适合 优秀 的 高 中 生 阅 读 , 现 在 的 图 书市 场 为 
他 们 提供 的 读物 太 少 了 , 太 单 一 ,全 都 是 教 辅 读 物 , 完 
全 是 应 试 所 需 . 

清华 大 学 附中 校长 王 殿 军 说 :从 某 种 意义 上 说 ， 
高 中 对 人 才 的 培养 小 于 对 人 才 的 埋没 ”在 中 学 ,不 论 
是 学 习 好 的 ,能 力 强 的 还 是 学 习 吃 力 的 ,能 力 弱 的 学 
生 , 都 要 齐 步 走 ,用 统一 的 教材 ,统一 的 考试 ,统一 的 节 
奏 , 对 所 有 学 生 的 培养 近乎 用 完全 一 样 的 模式 . 在 这 种 
BAT, ZR RRA FEN AR, EF (ER 
军 ,中 国 开设 大 学 长 修 课 程 的 挑战 与 思考 [|]], 中 国教 
师 ,2013. 5:14). 

本 书 还 适合 大 学 生 进 行 课外 阅读 ,中 国人 对 教育 
的 期 待 是 出 人 头 地 , 那 最 好 的 方式 是 选择 一 个 相对 客 
观 的 学 科 , 一 鸣 惊 人 ,因为 文科 主观 性 太 强 ,不 易 出 头 ， 
评价 不 统一 ,我 们 还 是 看 看 大 家 怎么 说 . 泰勒 " SRE 
哈佛 大 学 经 济 学 博士 , 现 执教 于 乔治 .梅森 大 学 ,2011 


D 徐 利 治 :人 《数学 方法 论 选 讲 》, 华中 工学 院 出 版 社 1988 年 第 2 
版 ,第 15-29 页 . 
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年 被 《经 济 学 人 》 杂 志 提 名 为 过 去 十 年 "最 具 影 响 力 
的 经 济 学 家 ”, 同年 在 《4 外交 杂志 》 的 “全 球 最 顶尖 的 
100 位 思想 者 ” 傍 单 上 排名 第 72. 泰勒 . 考 思 他 在 接受 
《南方 周末 》 采 访 时 有 上段 高 论 : 

南方 周末 :如 今 有 大 量 的 中 国 留学 生 去 美国 读书 ， 
一 张 最 近 流 行 的 图 片 , 是 在 哥伦比亚 大 学 统计 学 系 的 
2015 年 硕士 毕业 名 单 , 其 中 竟 有 80% 是 中 国人 . 你 怎 
么 看 待 这 个 现象 ? 

泰勒 :设想 一 下 , 假如 你 出 生 在 美国 一 个 白人 家 
庭 ,父母 很 有 钱 , 你 也 聪明 ,你 可 以 通过 比 学 统计 学 更 
简单 的 方法 赚 到 钱 , 比 如 做 经 理 、 顾问 ,甚至 金融 行业 ， 
这 些 已 经 很 难 了 ,但 仍旧 比 学 数学 统计 工程 学 简单 . 

又 假如 你 来 自 中 国 ,出 生 在 一 个 偏远 小 镇 , 没 钱 ， 
没关系 ,如 果 来 美国 学 习 , 就 要 通过 一 些 完 全 客观 的 领 
域 比 如 数学 . 你 可 以 通过 这 种 方式 成 为 顶尖 的 人 才 ,不 
需要 任何 外 力 帮助 . 另外 ,这 些 学 科 不 会 特别 多 地 应 用 
英语 ,所 以 你 的 英语 不 必 是 完美 的 . 

所 以 ,美国 人 做 经 理 、 顾 问 , 中 国人 做 统计 、 数 据 、 
工程 师 , 分 工 就 这 样 产生 . 

这 对 于 中 美 双 方 都 好 . 美国 可 以 吸引 中 国人 才 ,说 
实在 的 ,很 多 美国 人 是 太 懒 了 ,他 们 愿意 做 更 简单 的 东 
西 . 对 中 国 来 说 也 是 好 事 ,这 些 人 才 通 过 这 个 渠道 取得 
进步 获得 成 功 ,回国 以 后 也 有 助 于 发 展 . 

我 们 深 以 为 然 ! 


刘 培 杰 
2015. 6. 10 于 哈工大 
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